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Introducao

Neste trabalho demonstraremos um teorema recente do tipo ponto de sela e
daremos duas aplicagdes a problemas de valores de contorno elipticos ressonantes.

Vamos estudar o problema de valores de contorno

—Au—\u = f(z,u), z€Q '
{u=0, z € Q) (0.1)

onde Q C RY é um dominio limitado com bordo suave 012, f é uma funcdo de
Carathéodory definida em Q2 x IR e \; denota o l-ésimo autovalor do problema

—Au=Mdu, €
u=0, z € .

Diz-se que o problema (0.1) é ressonante no infinito quando

timinf 229 < 0 < lim sup @

[t]—o0 |t]—o0

Trataremos o problema (0.1) utilizando o método variacional. A aplicacio do
método variacional ao problema (0.1) consiste em definir um funcional J do espago
de Sobolev Hj(2) em IR cujos pontos criticos correspondem a solugoes fracas de (0.1)
para, em seguida, demonstrar a existéncia de um ponto critico de J.

O trabalho pioneiro no estudo de problemas de valores de contorno ressonantes
foi realizado por Landesman e Lazer [13]. Estes autores forneceram condigdes
suficientes para a existéncia de solugdes para o problema (0.1) no caso em que f é
continua e possui limites (finitos) quando ¢+ — #o00. Desde entdo, desenvolveu-se um
considerdvel trabalho de pesquisa sobre problemas de valores de contorno ressonantes,
visando fornecer condigdes suficientes para a existéncia de solugdes de tais problemas.

Dentre os viérios resultados obtidos nessa 4rea, destaca-se o trabalho de
Ahmad, Lazer e Paul [3]. Nesse artigo, compreendeu-se pela primeira vez a
importancia do comportamento da primitiva

F(z,t) =4 /otf(z,s) ds
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no caso ressonante, abordando-se o caso em que |F(z,t)| — oo quando |t| — oo e f
é apenas limitada.

Posteriormente, como foi observado em [16], p.25, esse trabalho motivou
Rabinowitz a desenvolver o seu Teorema de Ponto de Sela [15]. Este teorema é de
grande utilidade para se encontrar pontos criticos de funcionais de espacos de Banach

reais em IR e vem sendo amplamente usado. Para posterior comparagdo, enunciamos
0

0.1 - TEOREMA DO PONTO DE SELA DE RABINOWITZ. Seja
X = N@&M, onde X € um espago de Banach real e 0 < dimN < oco. Seja
J € CY(X,R), suponhamos que ezista uma vizinhanga limitada V de 0 em N tal
que

sup J(v) =mg < m = inf J(w
ve&%() 0 weM()

Seja

= inf 3 :
R e (¢(v))

onde ' = {¢ € C(V,X): ¢(v) = v, Vv € OV}, e suponhamos que J satisfaga (PS)
Entao, J possui valor critico ¢ > m.

c*

Lembramos que um funcional J € CY(X, IR) satisfaz a condi¢io de Palais-
Smale no nivel ¢, (PS),, se toda seqiiéncia {ux} C X tal que J(uz) — c e J'(uy) — 0
possui uma subseqiiéncia convergente.

Entretanto, devido as dificuldades de se verificar a condigdo (PS),, foi
necessdrio introduzir condigoes mais facilmente verificiveis. A condigdo de Cerami
no nivel ¢, (C),, tem sido bastante utilizada (e.g. [6], [4] e [8]). Dizemos que um
funcional J € C'(X, IR) satisfaz (C), se:

(i) toda seqiiéncia limitada {ux} C X tal que J(ux) — ¢ e J'(ux) — 0 possui uma
subseqiiéncia convergente;

(i) [|J'(u)] llu]l > o para todo u € J™([c — o, ¢ + ¢]) com ||lu| > R, para algumas
constantes o, R,a > 0.

No artigo de Bartolo, Benci e Fortunato [4], a condi¢do de Cerami, em lugar
de (PS),, é utilizada em resultados do tipo ponto de sela para espagos de Hilbert
reais, similares ao Teorema do Ponto de Sela de Rabinowitz. Visando aplicagdes em
que H é uma soma de subespagos de dimensdo infinita, eles utilizaram a nogio de
“entrelagamento” (link), para demonstrar o seguinte teorema:
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0.2 - TEOREMA. Seja H um espago de Hilbert real. Suponhamos que J €
C'(H,R) satisfaga a condi¢do (C). para todo ¢ € R e que existam um conjunto
fechado S C H e uma variedade de Hilbert Q C H com bordo 0Q tais que:

a) sup J(u) =mo < m = inf J(u);
(a) sup J(u) = mo < m = inf J(u

(b) S edQ estao “entrelagados”;

(¢) supJ < co.
ueQ

Entao, J possui um valor critico ¢ > m.

Nos iiltimos anos, Schechter tem demonstrado formas alternativas do teorema
do passo da montanha. Nesta linha, Schechter vem publicando vérios trabalhos,
dentre os quais ressaltamos [17], [18], [19] e [20]. Neste tltimo, Schechter demonstrou
uma variagéo dos resultados acima permitindo aplicacdes mesmo quando m < mg, 0
que serd essencial nos Capitulos 2 e 3. Enunciamos a seguir este resultado:

0.3 - TEOREMA DO PONTO DE SELA DE SCHECHTER. Seja H
um espago de Hilbert com wma decomposi¢ao ortogonal em subespagos fechados
H=N®& M onde 0 < dimN < oo. Seja J € CYH,R). Suponhamos que
m =infy J > —o0 e que ezista R > 0 tal que:

(A) sup J(v) =mg<mga= inf J(w);
lvll=R lwi>R
(B) existem 0 <7 < 1ee€y>0tais que
(J'(u),u) < 7 Jlull |7 ()]
para todo u com ||ul| = R e J(u) < mg + €.

Entao, ezistem uma constante ¢ > m e uma sequéncia {ux} C H tais que, quando
k— oo: : '

Jue) — e e (14 Jul)]| I (ur)| — 0.

Gostariamos ainda de mencionar um outro teorema de ponto de sela, obtido
por Silva [21], onde é permitido que m < mg mas supondo (PS) . Do intervalo [m, m]
com m; = supy J.
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No Capitulo 1 demonstraremos o Teorema do Ponto de Sela de Schechter
como enunciado em [20]. Um importante passo na demonstragao desse teorema ¢ a
construgdo de um campo pseudo-gradiente [17], que serd detalhada no Apéndice A.
Esse teorema é bastante apropriado ao estudo de problemas onde

f(z,t) -0 e F(z,t) é limitada quando |t| — oo,
o0s quais sdo conhecidos como fortemente ressonantes ([4], [17]).

No Capitulo 2, apresentaremos uma aplicagio do resultado obtido por
Schechter a uma classe de problemas elipticos fortemente ressonantes [20]. Nesse
capitulo, demonstraremos a existéncia de uma solugdo fraca para o problema (0.1)
quando f : Q) x IR — IR é uma fungéo de Carathéodory tal que:

(&) |f(z,t)] < alt|” +b(z) sendo 0 < v < 1, a € R* e b(z) € L*(Q).

(b) Existe by € IR tal que by < /QF(.’E,'U(.’E)) dz, Vv € N = ®;< N onde
Nj=N(-A-X5); -

(¢) H(z,t) < Wy(z) € L'(Q), Vt € R onde H(z,t) = 2F(z,t) — tf(z,t);

(d) limsup H(z,t) < W;(z) € L'(Q);

[t]—e0

(e) b= /Q Wi(z) dz < 2bo.

Uma vez que o resultado obtido nessa aplicagdo tem pouco em comum com
os resultados anteriores (como os de [4] e [17], por exemplo), Schechter acredita ser
necessario ainda trabalhar muito até que se obtenham resultados étimos para o caso

fortemente ressonante ([20], p.4).

Neste trabalho, abordaremos ainda o problema

{ —Auy = f(:c,u), z € (02)

u=0, z €N

anélogo ao problema (0.1), mas com

(] )t
e <L) T B i g’ )

.

2
< K(z) % lim sup

|t]—o0




Neste caso, o problema (0.2) é conhecido como duplamente ressonante. Os pioneiros
no tratamento de tais problemas foram Berestycki e de: Figueiredo [5], porém
utilizando a teoria do grau de Leray-Schauder. Recentemente, esse problema foi
tratado em Costa e Oliveira [7], Costa e Magalhies [8], em Omari e Zanolin [14] e em
Gongalves, de Pddua e Carrido [11]. .

No Capitulo 3, aplicaremos novamente o Teorema do Ponto de Sela de
Schechter, dessa vez ao estudo de problemas elipticos com ressondncia dupla [11].

Estudaremos o problema (0.2) quando f é uma fungdo de Carathéodory em Q x IR
cuja primitiva satisfaz (0.3) e tal que:

(1) |f(z,t)| <a|t| +bondea,be Rt el <o < %’ se N>3,el<o < oo,
para N =1, 2.

(2) (a) H(z,t) » —o0, quando |t| — oo, q.t.p. = € Q;
(b) H(z,t) < M(z) q.t.p. z € Q para algum M € L'(Q);

(3) Para cada e > 0, existe A, € L() tal que

2F(z,t) > (M — €)t? — A(z), Vt € R, q.t.p.z € Q;

(4) /KO[L(:C) — AJv? +L>O[K(z) — MJv?> 0, Vo € Nj,v #£0.

Sob estas condigoes, como veremos no Capitulo 3, o problema (0.2) possui pelo menos
uma solucgao fraca. .

Um exemplo de problema em que a dupla ressonancia ocorre efetivamente é
dado por: '

—Au = Apput — Nu— + h(u), z €
{ u=0, z€ 9N, , (0.4)

onde [ > 2 e h(t) = \/|—t|-, set < —1,eh(t) = —Vt,set > 1, h(t) continua em IR.
E fécil ver que nesse exemplo L(z) = A\ e K(z) = \j4q, sendo L e K definidos em
(0.3). Assim, verificam-se todas a condigdes acima e, como veremos no Capitulo 3, o
problema (0.4) possui uma solugéo fraca (essa solugéo serd nio trivial se escolhermos

h(0) # 0).
Esse exemplo mostra que o resultado acima melhora o correspondente

resultado de Costa e Magalhées ([8], Th.2), o qual exige L(z) > \; em um conjunto
de medida positiva em lugar da condigio (4) acima.
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Finalmente, no Apéndice B mostraremos que as solugdes fracas obtidas
nas aplicagbes acima sdo, de fato, solugdes cldssicas desde* que f seja localmente
lipschitziana e satisfaca a condicédo de crescimento (1) acima.
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Capitulo 1

Um Teorema de Ponto de Sela

No teorema abaixo, ¥ denota o conjunto de todas as fungdes positivas nao-
crescentes ¢ definidas em [0, 00) tais que

(o]
/ (t) dt = oo (1.1)
1
e By denota a bola de centro em zero e raio R, com bordo dBp.

1.1 - TEOREMA DO PONTO DE SELA DE SCHECHTER. Seja (H,(-,-))
um espago de Hilbert com wma decomposi¢ao ortogonal em subespagos fechados
H=N® M onde0 <dimN < co. Seja J um funcional continuamente diferencidvel
em H. Suponhamos que ezista R > 0 tal que:

I (a) J(v) £mg, veEOBRNN;
(b) J(v) £my, ve€ BRNN;

IL. (a) J(w)>my>mg, we€BrNM, onde Bp={u€ H : llu]| > R};
(b) m=i]r‘14fJ>—oo;

III. existem 0 < 7 < 1e€g > 0 tais que
(J'(u),u) < 7 flufl 17 (u)| (1.2)
para todo u € BR com J(u) < mg + €.
Entao, para cada ¢ € VU ezistem uma constante ¢ € [m,m,] e uma seqiéncia
{ux} C H tais que, quando k — oo:

J'w)
P(|lukl)

J(ug) — ¢ 0. (1.3)

DEMONSTRACAO: Suponhamos que o teorema seja falso. Mostraremos entdo que:

9



(i) existeme> 0e @g:3BrN N — H continua tais que:

J(¢o(v)) <m —¢, YvedBrNN (1.4)

(i) ¢(BRNN)NM # 0, para toda ¢ € C(BrN N, H) tal que éloBrnN = do.

Estas duas condi¢oes mostram que M e dBgr N N estio “entrelagados” (Rabinowitz [16],
p.31).

Consideremos, inicialmente, o caso em que m < mg. Afirmamos que existem ¢ € ¥
e € > 0 tais que:

Y(llull) < 1 (u)| (1.5)
para todo u € Q = {ue€ H:m—3e < J(u) <mj + 3¢}
E conveniente observarmos que m < J(0) < mg, pois O € Mele BRN N. Para

provar a afirmativa, fixemos ¢ € ¥. Dado n € IV, seja ¢, = L = ¥. Se nossa afirmativa for
falsa, como v, € ¥, existe u, tal que

Ya(llunl)) > IIJ'(un)II

3

com J(up) € [m — 2,m; + %] Assim, existe uma subseqiiéncia {un,} tal que

J (un;) —aceE [m, mq]

e
. i!
”J (uﬂi)" s -;‘—1/)(”11.,1‘”)
ou seja,
J,(u-n‘-) —Ly 0
Y([lunll)

o que contradiz o fato de o teorema ser falso. Isto prova nossa afirmativa. Em particular,

como mo < my, (1.5) vale para todo u em Qp = {u € H : m — 3¢ < J(u) € mo + 3¢} e,
portanto,

QoCH={ueH:J'(u)#0}

pois [|J'(u)]| > ¥(||u[) > 0 em Qp. Podemos ainda tomar 3¢ < ¢y de modo a obter, por
(1.2), que

(J'(u), ) ST llull 17°(w)]| em Qo N 8BR. (1.6)

Fixamos 0 < a < 1—7. Necessitamos, agora, de um campo Y : H — H localmente
lipschitziano tal que

Yl <1 e (J'(u),Y(u)) 2 a |[7(u)l, YueH (1.7)

10



e ainda
(Y (u),u) <0, Yu € QoNIBRg. . (1.8)

Para obtermos tal Y, podemos aplicar, devido a (1.6), o Lema A.2 com F = Qo N dBkg-.

Definimos: °
Q = {ueQo:m—2< J(u) £ mo+ 2¢},

Ql = {uEQ:m—cS J(U)Sm0+e})

__ d(u, H\Q)
10 = Ty + dw, 1\Q)

Consideremos o problema de valor inicial

{Z'(((;‘.)) : ;W(U(t)) (1.9)

para v € dBRN N, onde
de
w(u) E n(u) Y (w),

sendo Y estendido a todo o espago H fazendo Y = 0 em H\I;V.

Afirmamos que a aplicagic W ¢ localmente lipschitziana em H. Com efeito, como
J' é continua, H é aberto. Assim, dado u € I:I, existe uma vizinhanga V de u em H, onde
Y é lipschitziano. Como n é continua e limitada e W =12 Y, W é lipschitziana em V. Uma
vez que n(u) = 0 forade Q e @ C H é fechado, temos que W (u) = 0 no conjunto aberto
H\Q; assim, W ¢ lipschitziana fora de H. Logo, W é localmente lipschitziana em H.

Portanto, o problema de valor inicial acima possui solugio tinica o(t,v) para t em
um intervalo maximal (t~(v),t*(v)). Afirmamos que o(t,v) estd definida para todo t € IR.
De fato, se, digamos, t*(v) < oo, consideremos uma seqiiéncia {tn} € (t~(v),tT(v)) com
tn — tt(v). De (1.7) temos que [|[W(u)|| < 1,Yu € H, e, consegiientemente, integrando
(1.9),

o (tm, v) — o (tn, v)|| < |tm — tnl.
Mas, assim, {o(tn,v)} C H é uma seqiiéncia de Cauchy e, portanto, converge para algum
# € H quando t, — t*(v). Entéo, o(t, v) fornece uma continuacgio de o (t,v), o que contradiz
a maximalidade de t*(v). Assim t*(v) = co. Analogamente, t~(v) = —oo.

Vamos mostrar que o(t,v) ndo intercepta M para todo t > 0. Observamos que, por
(1.8), para todo ponto em dBp, existe uma vizinhancana qual n(u) (u,Y (u)) < 0. Desta
forma, se o(t,v) € dBR, temos que
d||o(t,v)]|?
.'l_h_(—dtv_)”— =2 (0,0') = —=217(0) (0,Y(0)) 2 0.

11



Assim, o (t,v) nunca entra em Bg. Além disso, como, por (1.9) e (1.7),

EON — (7010 = 1(e) (o), Y (o) S —anfe) I <0 (10

temos que; se tg > ¢, ,
J(o(t2,v)) < J(o(t1,v)) < mo.

Logo, em vista da hipétese Ia, temos que o(t,v) ndo intercepta M N Bp. Portanto, o (¢,v)
nunca intercepta M quando ¢ > 0.

Para definirmos ¢ satisfazendo as condicées (i) e (ii), seja T tal que

R+T
a/ Y(t) dt > € + mg — m.
R
Notemos que tal T existe devido a (1.1). Definimos ¢g: 8BRNN — H por

$o(v) = o(T,v). . (1.11)

Assim, ¢g é continua (pois solugdes do problema de valor inicial (1.9) dependem
continuamente das condiges iniciais). Se existe 0 < t1 < T tal que o(t1,v) € Q1, entéo,
uma vez que J(o(t1,v)) < J(o(0,v)) < mg, temos

J(o(T,v)) < J(o(t1,v)) < m —e.

Se ndo existe t; como acima, entio o(t,v) EQrpara0 <t <T. Integrando (1.9) e notando
que, por (1.7), [W (u)|| € 1, Yu € H, temos

llo(t,v) — vl < [¢].

Logo, por (1.5) e (1.10),

T
HeT)=I0) < -a [ (v a

IA

T T
~a /0 $(llo(t,v)]) dt < —a /0 $(llvll +1¢) at

T R+T
= -—a/ Y(R+t)dt = —a/ Y(7) dr < —e —mg +m.
0 R
Portanto, em vista a hipétese Ia, para todo v € dBRN N,
J(¢o(v)) = J(o(T,v)) < m — ¢

e fica demonstrada a condigio (i).

12



Para demonstrar (ii), utilizaremos algumas propriedades do grau de Brouwer (e.g.
Rabinowitz [16], Smoller [22]). Seja ¢ uma aplicagio continua de B N N em H tal que

¢(v) = ¢o(v) em BN N.

Seja P a projecio ortogonal de H sobre N. Consideremos a solugéo &(t,v) do problema de
valor inicial (1.9) porém com v € BR N N. Notemos que

(T,v) = ¢o(v) em 8BRN N.

Uma vez que o(t,v) nio intercepta M parat > 0, P5(t,v) = Po(t,v) # 0 parav € dBRNN
e0 <t <T. Dessa forma, o grau de Brouwer d(Pa(t,v), BRNN,0) estd definido para todo
0 <t <T. Além disso, P é uma homotopia e, como &(0,v) = v, temos que

d(P&(T,v), BRN N,0) = d(id, BRN N,0) = 1.
Por outro lado, visto que ¢(v) e 6(T,v) coincidem em dBr N N, temos
d(P¢(v),BRNN,0) = d(P&(T,v),BRNN,0) = 1.

Deste modo, existe vg € BR N N tal que P¢(vp) = 0, ou seja, ¢(vg) € M. Portanto, temos
que i
' #(BRAN)NM #0

e a condigao (ii) estd demonstrada.

Para o caso mg < m, basta tomar ¢g(v) =v em dBRNN e ¢ < m —mg. Neste caso,
a condigéo (i) segue imediatamente da hipétese I. Para a condigao (ii), observamos que a
nova ¢q corresponde a fazer 7 = 0 em (1.11) e aplicamos exatamente o mesmo argumento
acima.

Seja S o conjunto de todas as aplicagbes continuas ¢ : Bg M N — H tais que
¢loBrnN = 0 e scja

def .
= ! 1.1
© = 925 WA T i

Decorre da hipétese IIb e da condigao (ii) que ¢ > m. Por outro lado, temos que ¢ < m;.
De fato, sendo &(t,v) como acima, temos que &(7,v) € S. Além disso, devido a (1.10)

temos que :
J(E(T,v)) < J(v) <mi, YveBRNN

C < max J g 1 (2 < m1. -

* Assim, ¢ € [m,m].

13



Em seguida, vamos apresentar uma ¢; € S que contraria a definigao (1.12) de c.
Seja A
Qo={ueH:|J(u)—c|<36}cQ

onde 0 < § < €/2. Notemos que, devido a (1.5), temos Qp C H. Definimos:

Q= {ueQh:|I(u) - <26}
Q= {veqQ:|J(u)—c <6}
my) = S\

d(u, Q1) +d(u, H\Q')’

Seja Y (u) uma aplicagio localmente lipschitziana de H em H satisfazendo (1.7). Para
obter tal campo, podemos, por exemplo, aplicar o Lema A.2 com F = 0, pois neste caso, a
hipétese (A.2) é vélida por vacuidade. Consideremos o problema de valor inicial

{ o(t) = —W(o(t))

o(0) = u, ueH (113}

onde s
W () < ) v (w),

com Y estendido a todo o espago H tomando Y = 0 em H\H.

Um argumento andlogo ao que segue (1.9) demonstra que o problema acima possui
solugdo tinica o1(t, u) definida para todo ¢t € IR. Temos, entdo, por (1.7) e pela definigao de
m, que [|[W(u)|| < 1,Vu € H, e, portanto, integrando (1.13),

loat,u) —ul| < |t (1.14)

d[J (a1(t))]

o = J(00,01) = —m(e1) (J'(e1), Y (01) < ~a m(on) IV (en)| <O.  (1.15)

Desta forma, se tg > 1,
J(o1(t2,u)) < J(o1(ty, u)). (1.16)

Pela defini¢ao (1.12) de ¢, existe ¢ € S tal que

JJax J($(v)) < c+6. (1.17)
Seja
K= max_ lé()]. (1.18)
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Tomamos, devido a (1.1), T' tal que
K+T
a / Y(t) dt > 26.
s K
Definimos ¢1: BN N — H por

¢1(v) = 1(T, ¢(v)).

Afirmamos que ¢; € S. De fato, dado v € dBR N N, como ¢ € S, ¢(v) = ¢o(v). De (1.4),
como ¢ > m, temos que ¢o(v) ¢ Q'. Mas n;(v) = 0 em H\Q'; assim, por (1.13), temos
que ¢1(v) = ¢o(v). Uma vez que solugoes do problema de valor inicial (1.13) dependem
continuamente das condi¢des iniciais e ¢ é continua, ¢; é continua. Portanto, ¢ € S.

Mostraremos, agora, que o maximo de J(¢1) em BRNN é menor do que ¢, obtendo a
contradicio desejada. Para todo v € BRN N, se existe 0 < t; < T tal que o1(t1, ¢(v)) ¢ @1,
entao, por (1.16) e (1.17), temos que

J(01(T, $(v))) < J(o1(t1, ¢(v))) <e—&.

Por outro lado, se o1(t, ¢(v)) € Q] para 0 < ¢t < T, entdo, por (1.15), (1.5), (1.14) e (1.18),
temos >

IA .

T
J(o1(T, ¢(v))) = T (¢(v)) —a[) (1T (o1 (t, ()| dt

IA

T T
~a [ w(loa(t, @I e < —a et 1) at
0 0 ‘

Il

K+T
—a/ Y(r) dr < =26
K

e, conseqiientemente, para todo v € Bp N N, por (1.17),
J(¢1(v)) = J(1(T, ¢(v))) < c =6,
o que contraria a defini¢do (1.12) de c.

Logo, o teorema é verdadeiro. O
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Capitulo 2

Problemas Elipticos com
Ressonancia Forte

Apresentaremos, neste capitulo, uma aplicagio do Teorema do Ponto de Sela
de Schechter (Teorema 1.1) a uma classe de problemas elipticos fortemente ressonantes

(Schechter [20]). Mais precisamente, vamos demonstrar a existéncia de solugéo fraca
para o problema

—Au - \u = f(z,u), =€
{u=0, z € 0N) (2.1)

onde ¢ RY é um domfnio limitado, com bordo suave Q. Estamos utilizando um
dominio limitado e o operador —A para simplificar os cdlculos e explicitar o método
empregado; contudo, observamos que o resultado aqui apresentado é também vilido
para dominios ilimitados e para operadores auto-adjuntos em L%(Q) que satisfazem
certas condigbes (Schechter [20]). No problema (2.1), f : 2x R — R é uma funcio
de Carathéodory tal que

£ (z,t)| < alt]” + b(z), . (2.2)

sendo0<vy<1,a€e R eb € L*(Q), e A; denota o l-ésimo autovalor do problema

—Au=Xdu, z€
{ u=0, ze€onN. (2.3)

Uma solugéo fraca do problema (2.1) é uma fungdo » do espaco de Sobolev H}(Q)
satisfazendo

/Q(Vu - Vv — \uv) dz = /Qf(:c,u)v dz, Yv € H(R).

De agora em diante, denotaremos por | - lo a norma em L%(Q). Para H}(9),
utilizaremos a norma .

= (/n|vu|2 d:z:)%, u € HY(Q). (2.4)
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O teorema a seguir nos fornece condigdes sobre f para que o problema (2.1)
tenha solugdo. Antes, porém, precisamos definir F : Q@ x R ~— IR por

F(z,t) = /Otf(:r,s) ds
eH:QOxR— R pdr |
H(z,t) = 2F (z,t) — tf(z,1).
As hipéteses sobre f para que o teorema abaixo garanta a existéncia de uma solugao
fraca para o problema (2.1) sio:
1. Existe by € IR tal que by < /QF(x, o(z)) dz, Yo e N 9 @\ N(=A - )):

2. limsup H(z,t) < Wy(z) € LY(Q);

[t|]—00
3. H(z,t) < Wy(z) € L(Q), Vt € R;
4, by = / Wi(z) dz < 2bo.
0
2.1 - TEOREMA. Seja A tal que \; < Aiyq, | > 1. Suponhamos que f satisfaca
(2.2) e as hipdteses 1-4 acima. Entdo, o problema (2.1) possui uma solugao fraca
u € H(R).
DEMONSTRAGCAO: Definimos J : H}(Q2) — R por
J(u) = %/ﬂ(wu[?—,\,w) d:c-—/nF(:c,u(:c)) .

Mostraremos agora que o funcional J satisfaz as hipéteses do teorema do Ponto de Sela de
Schechter (Teorema 1.1), com H = H(f2) munido da norma ||- || definida em (2.4), N dado

pela hipétese 1 e M = N+,

E fato bem conhecido (Rabinowitz [16]; de Figueiredo [9]) que, quando f satisfaz
(2.2), J € CY(H{(N), R) e, além disso,

(J'(u),v) = /Q(Vu Vv — \juv) dz — /‘;f(:c,u)v dz, Yue€ H}(Q).

Assim, encontrar uma solugio fraca do problema (2.1), corresponde a encontrar um ponto
critico do funcional J.
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Para verificarmos as hipéteses I e IT do Teorema 1.1, observemos, inicialmente, que

0 <dimN < oo e, como todo v € N é combinagéo linear das autofuncdes que geram N,
temos

: lvll? < Aol Vv e N. (2.5)
Portanto, pela hipétesse 1, temos que, para todov € N,
J(v) < —/ﬂF(x,v) dz < —bg.
Decorre da definigiao de F e de (2.2) que
PG 1) < Al + B(2)
onde A € R e B(z) € L?(Q). Notemos que, se w € M,
Mglwlf < fJw])?. (2.6)

Assim, se w € M,
Jw) = 1[q(IVw|?- Ailwl?) dz — [ F(z,w(z)) dz
2 3(lwl? = Mwlf) - fo (Alw|**7 + B(2)) dz

1
> §(1=32L) w2 - cllit - ¢

> §(1-2L) wl? - clul*+ - c

onde o mesmo C denota constantes diferentes e a imersio de Sobolev foi utilizada na
peniltima desigualdade (Teorema B.1, Apéndice B). Portanto, uma vez que 0 < 'y < 1,
temos que J ¢ limitado inferiormente em M e que

J(w) — o0, quando [Jw| — .

Assim, J satisfaz as hipéteses I e II do Teorema 1.1, commg = m; = —bg e R suficientemente
grande.

A seguir, mostraremos que J satisfaz também a hipétese III do Teorema 1.1 com
0 <7< 1eey=c¢ sendo ¢ tomado de modo que by + 2¢ < 2bg. Seja N’ o complemento
ortogonal de N'(—A — X;) em N, temos que N = N'(—A — A1) ® N'. Afirmamos que, para
todo R suficientemente grande,

(J'(u),u) < 7 [luf| ')

acontece para todo u € dBr com J(u) < mg + e. Caso contrdrio, existe uma seqiiéncia
{uk} € H}(Q) tal que [|ug|| — 0o e J(ug) < mg + € mas

(7" (uk), uk) > 7 Jlugll 117 (ue) - (2.7)
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Decorre das defini¢oes de H e J que

(J'(u),u)=2J(u)+/ny(x,u(x)) & 2.8)

e, pela hipdtese 3, temos
(J'(u),u) < 2(mo + €) + by
onde by é a norma de Wy em LY(Q). Logo, devido a (2.7), temos

llekll 7" (ur)l| < Co, para algum ¢y € . (2.9)

Seja ug = vi + vox + wg, onde vk € N, vor, € N(-A - At) e wy € M (notemos que, se l =1,
N'=0e vt =0). Temos, entdo, que

(7' (ur), wg) =/ (lvwk|2 - '\llwk|2) dzx —/ f(z,up)wg da
Q Q
<J’(Uk):vk> = / (IVLkl2 - /\lluklz) dx —/ f(:z:, uk)vk d:l:‘.
Q Q
Portanto, devido a (2.6), (2.9), (2.2) e & imersio de Sobolev,

< Jolf (@, ug)ljwi| dz + Co (2.10)

< (Clluell™ + C)|Jwi|| + Co

onde o mesmo C denota constantes diferentes. Analogamente,

/Q (IV9k? = Nfokl?) dz| < (Cllurll” + €) ol + Co. (2.11)
Sejam
U = .“‘Uk € 'Ujk = ___wk
llull flukll

De acordo com (2.10), como 0 <y < 1 e lukll — oo, quando k — oo, tem-se
[ (1994 = xinf?) dz — 0
Q .
e, por (2.6), [|@wk|| — 0. Do mesmo modo, por (2.11), temos

/n (|vak|2 + ,\,113,4?) dz — 0. (2.12)

Para ver que ||[7g|| — 0, quando k — 00, no caso em que [ > 1, lembramos que, pela definigao
de N’, N’ ¢ gerado por autofungdes ¢; correspondentes aos autovalores A j do problema (2.3)
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sendo j < p, onde A\, < Apy1 = A (isto é possivel pois estamos considerando o caso [ > 2);
podemos tomar |¢;|p = 1. Temos, assim, que i

U = Z Cikdj

onde cj € IR, de forma que
5kld = D cdildslo = 3 2
~ 112 2 2 2
19611 = D eillgsl = 3 ehaslei|? = D kA

I5k% < Aplikl3. (2.13)
Lembrando que Aj € Ap < A; obtemos

/Q(Wﬁkl? = A,|ak|'~’) dz

Logo, de (2.12) e (2.13), temos que ||ix|| — 0 quando k — oo.

Assim,

= DR =23) > (M= Ap)[axl2.

Denotemos por iy e tgx 0s quocientes de u e vy, respectivamente, por |lux|. Como
a imerséo de Sobolev de H{ () em L%(f2) é compacta e k|| = 1, passando a subseqiiéncias
sucessivas temos que ’

ip = @ em Hy(Q), ik — i em L2(Q) e dp(z) — a(z) q.t.p. = € Q.
Logo, visto que ||ox|| — 0 e [|@k|| — 0, temos
ok — # em HG(Q), dox — @ em L2(Q) e ||dok]| — 1.

Entdo, u é uma autofungdo do problema (2.3) correspondente a );, pois N(—A - X) é
fechado na topologia fraca de H}(Q) e 1 = lim ||5gx||? = Ai|i@|3. Portanto, i(z) # 0 q.t.p.
em (e

luk(z)| = ||luk|| |@x(z)| — oo, quando k — co, q.t.p. z € Q.

Logo, pela hipétese 2,

limsup H (z, ux(z)) < Wi(z) q.t.p. em Q.
k—oo .
Aplicando o Lema de Fatou (devido & hipétese 3), temos que

limsup/nH(:c,uk(z)) < by (2.14)

k—oo0

e, por (2.8),
© limsup(J'(ug), ux) < 2(mo+€)+b1 <0
k—oo
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0 que contradiz (2.7). Desta forma, a hipétese III do Teorema 1.1 é satisfeita para todo R
suficientemente grande. )

Podemos, entdo, aplicar o Teorema do Ponto de Sela de Schechter (Teorema 1.1)

com 1
YP(A)=——¢€ 0

para obtermos uma seqiiéncia {ux} em H{(Q) e ¢ € IR tais que, quando k — 00,

J(uk) — ¢ e (14 luxl)[J'(ur)]| — 0. (2.15)

Vamos mostrar que {uj} ¢ limitada. De (2.15), devemos ter [|u|| |7 ()| < Cy,
para todo k e algum C; € R. Se {uy} possui alguma subseqiiéncia, ainda denotada por
{ur}, com |lux| — oo, procedemos de modo andlogo ao que fizemos acima para concluir
que |ug(z)| — oo q.t.p. em Q e, entio, obtermos (2.14). Como ¢ < m; = mg = —bg, por
(2.8),

lim sup(J”'(ug), ux) < 2c+ by < 0

k—o0
o que é uma contradigio, pois segue de (2.15) que
(7" (uk), wie)| < flukll 119" (ur) | — .
Deste modo, [lux|| < K para algum K € IR. Logo, em vista da imersiao de Sobolev,
tomando sucessivas subseqiiéncias, ainda denotadas por {ux}, temos que
up — u em H}(Q), up — u em L20) e ur—u q.t.p. em Q.

Como f satisfaz (2.2), temos a continuidade do operador de Nemytskii associado a f de
L?(Q) em L%(Q) (Teorema B.2, Apéndice B) e, entdo,

/ﬂ(Vuk Vv — Nugv) dz — /nf(x, ug)v do — /Q(Vu - Vv — Auv) dz — /nf(a:, u)v dz,

ou seja,
(7' (ur), v) — (J'(u),v)

para todo v € H{(R). Logo, segue de (2.15) que u é um ponto critico de J e, por conseguinte,
uma solugdo fraca do problema (2.1). O
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Capitulo 3

Problemas Elipticos com
Ressonancia Dupla

Neste capitulo, apresentaremos outra aplicacio do Teorema do Ponto de
Sela de Schechter (Teorema 1.1), desta vez ao estudo de problemas de Dirichlet
semilineares com ressonincia dupla (Gongalves, de Pddua & Carrido [11]). De modo
mais especifico, vamos obter uma solugéo fraca para o problema

—Au = f(z,u), z €N
{u=0,z€M2 (1)

onde 2 C IRY é um dominio limitado, com bordo suave 8Q e f : Q x R — H?, é
uma funcao de Carathcodory tal que:

1f(z, )] < alt|” +b (3:2)
sendoa,b>0,150<‘1NVJ_%,seN23,elSa<oo,paraN=1,2.

Sejam F' e H as fungoes definidas no capitulo anterior, e
def

2F (z,t e
L(z) = liminf (: ) K(z) “ Jimsu

|‘|“°° |t|—‘oo

(r t)

onde os limites sdo tomados ponto a ponto. Trataremos o problema (3.1) no caso
duplamente ressonante, i.e., quando

M < L(z) € K(z) € Ayt q.t.p. em Q,
onde \; denota o [-ésimo autovalor do problema (2.3).

Como no Teorema 2.1, utilizaremos um funcional J € CY(H}(Q), R) cujos
pontos criticos correspondem a solugdes fracas de (3.1). Definimos, assim,

J(u) = -;—/{; |Vu|? dz — /;IF(:I:,u(a:)) dz.
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Usaremos a decomposigio

HiQ)=NeoM (3.3)
onde N =@y  N(—A - )) e M = N+,
O teorema a seguir assegura a existéncia de uma solugdo fraca do problema

(3.1) sob as seguintes condigoes:

1. (a) H(z,t) > —o0, quando || — oo, q.t.p. z € Q;
(b) H(x,t) < M(z) q.t.p. € Q para algum M € LY(Q);
2. Para cada € > 0, existe 4, € L!() tal que

2F(z,t) > (M — e)t? — A(z), Vt € R, q.t.p. z € Q.

3.1 - TEOREMA. Seja \; < Ajyq, | >'1. Suponhamos que f satisfaca (3.2) € as
condigoes 1 e 2 e que K (z) < A4y q.t.p. em Q. Entao, o problema (3.1) possui uma
solugao fraca u € HJ(Q), desde que sup,en J(v) < oo.

Antes de demonstrar o Teorema 3.1, apresentaremos uma proposicio que
fornece condigdes sobre F' para que o funcional J seja limitado superiormente em
N, no caso ! > 2. Para enunciar essa proposigéio, introduzimos as condi¢oes

/<O[L(a:) — AJv? dz + />0[K(x) —Mp?dz >0, VwEN,u#£0  (3.4)

liminf/n[2F(x,vn) ~ Mv?] dz > —o0, V{vn} € A, (3.5)

onde N = N(=A — X;) e denotamos por A o conjunto de todas as seqiiéncias
{va} C N tais que [Jva]| - o0 e |jusnl| lvan] ™' — 0 quando n — oo, sendo
Un = V1n + Vg, CcOM v1, € Ni* (L em N) e vy, € N,.

3.2 - PROPOSICAO. Seja f como em (3.2), suponhamos que a condigao 2 seja

satisfeita e que l > 2. Temos que:

(i) se vale (3.5), entdo sup,cy J(v) < co;

(ii) se vale (3.4) e se supusermos que ou

2F(z,t) . 2F(z,t)
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ezistem ¢.t.p. x € Q, entdo J(v) - —oco quando ||v|]| — oo.

Resultados similares foram obtidos também para o caso em que H(z,t) — 400
quando [t| — oo e desigualdades andlogas valem nas condigdes 1 e 2 e em (3.4) e (3.5)
(Gongalves, de Pddua & Carrido (11]).

DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 3.2: Para demonstrarmos (i), suponhamos, por
contradigdo, que J(vy) — oo para alguma seqiiéncia {vn} C N.

Afirmamos que [lvp|| — oo. Caso contrédrio, existe uma subseqiiéncia, ainda

denotada por {v,}, tal que ||jv,| < K, para algum K € IR. Mostraremos que J(vy) é
limitado superiormente. Uma vez que [ satisfaz (3.2), temos que

|F(z,t)] < Alt|”*' + B

onde A e B sdo constantes positivas. Assim,

[ P@vn(a)) dz| < Alualt + Bl

Como a imersdo de Sobolev de H{(Q2) em L+1(Q) ¢ continua e lvn]l € K, temos que

llvnllLe+1 é limitada. Portanto, J(v,,) é limitado superiormente, o que contradiz J (v,) — co.
Isso demonstra que ||v,| — oco.

Escrevendo v, = vj, + vo,, com vy, € A/,-L (L em N) e vy, € N}, devemos ter que:
ou existem k > 0 e uma subsegiiéncia {v,/} de {v,} tais que kllvip] > |Jvon]l, ¥n'; ou
lvinll lvzall=! — 0 quando n — oo.

No primeiro caso, segue da hipétese 2 que

2J(vw) = /Q(Ianllz—)\lv?l,) da:—/f;(QF(a:,vn:)—/\wg,) dz

< / |V |? dz — ,\1/ vl da +/ (evﬁ, +Ae(z)) dx
Q Q Q
= Jloawl® - (A= e)/ v?, dzx +e/ v3, dz +/ Ac(z) dz
Q Q Q
Al —€
< owl® - loan 1 + etllvan[|? + [|Ac| 2

Ap

Al — €
s (1 ;i m,k) loawl + Aclzs,
P
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onde Ay < Ay = A (tal p existe pois > 2). Como |v]| = 0o e kllvig || > [van ||, tomando
€ suficientemente pequeno, temos que J(v,/) — —00, de modo qute a primeira alternativa
nao pode ocorrer, Portanto, a segunda possibilidade deve acontecer,

No segundo caso, |[vin]| lvan !

— 0 quando n — ©0, e, consegiientemente,
{vn} € A. Notemos que, por (2.5)

]

27(vn) = [o(IVun|? - Avl) dz — Ja 2F(z,v,) - Av?) dz

(3.8)
< =)o @F(z,v,) - Av?) dz

Assim, decorre de (3.5) que limsup J(vn
fica demonstrada,

) < 00, 0 que é uma contradigdo. Desta forma, (i)

Para demonstrarmos (ii), tomemos qualquer seqiiéncia {vn} C N com lva]| = oo.
Vamos mostrar que toda subseqiiéncia de {J(vn)} possui subseqiiéncia convergente para
—00. Denotando ainda por {v,} uma subseqiiéncia qualquer de {vn}, e decompondo

Un = V1n+v2y,, com vy, € ./\/ll e vz, €N, como acima, temos as mesmas duas possibilidades
que consideramos em (i)

Na primeira alternativa, o mesmo argumento aplicado acima, nos garante que
J(vw) = —00, para alguma subseqiiéncia {v/,} de {vn}.

No outro caso, temos que [vip|| [Jvga|~! — 0 quando n — oo. Seja 3, =
Como {,} ¢ una seqiiéncia limitada e a imersio de Sobolev de H}(Q) em L%(0)
passando a sucessivas subseqiiéncias e mantendo a notagao, temos que

lon ]|~ vn.
€ compacta,

Un — ¥ em H}(), 6p — ¥ em L3 (0) e Un(z) — 9(z) q.t.p. em 0.

Além disso, existe 0 ¢ L%(9) tal que |#p| < 0 q.t.p. em . Uma vez
quando n — o0, temos que [|91,]] — 0 e lo2n]] — 1, onde Uln € U9, denotam,
respectivamente, os quocientes de vy, e v2n por [lvg|. Desta forma, ¥, — 7 e como
N é fechado na topologia fraca de H(Q), 7 € N, Assim, como 1 = lim [v2n]]% = N33,
¢ uma autofuncio de (2.3) e, conseqiientemente, |3(z)| > 0 q.t.p. em Q. Portanto,

que [vinl| [lugn[|=! — 0

lon(@)] = llon]l [3n(z)| — o0 q.t.p. = € 0.

Consideremos a expressao

2 2F (z, vp) _ va _ 2 2F(1v5n”vn”){]2 - A2 X
flvnll /9 (W /\‘—*anllz) = ||lvn| /Q (W n— Al n) X{in#0}- (3.9)

Segue da hipétese 2 que o integrando do primeiro membro acima é limitado inferiormente
por

€5 (@) = loal| "24(z) > —€6%(z) — |Ac()|
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visto que podemos supor [lvn|| > 1, Vn. Podemos aplicar o Lema de Fatou a (3.9) para
obter, por (3.6) (ou por (3.7)) e por (3.4), que a integral do segundo membro de (3.9) possui
limite inferior estritamente positivo. Portanto, em virtude de (3.8),J(v,) — —o0.

Como toda subseqiiéncia de {J(vn)} possui subsegiiéncia convergente para —oo,
temos que J(vy,) — —o0. Isto encerra a demonstragdo da proposicio. [

Demonstraremos, agora, trés resultados auxiliares que serdo utilizados na
demonstragéo do Teorema 3.1. Para isso, definimos G :  x IR — IR por

G(z,t) = F(x,t) — %K(m)tz.
Afirmamos, como em Costa e Magalhdes (8], que

G(z,t) — —o0, quando |t| — 00, q.t.p. z € Q. (3.10)

De fato, segue da condigdo 1a que, fixado C > 0, existe tg = tg(z) > 0 tal que H (z,t) < —C
para [t| > tg q.t.p. em . Integrando a relagéo

% [t_zF(:L',t)] = —t73H (x, 1),

a qual foi também utilizada por Schechter em [18], obtemos -

F(z,u) F(z,t) _ C 1 1
= S sty (Wb o 1
a2z (-ata)

Tomando o limite superior nesta desigualdade, temos (3.10). Trocando C por M (z) dado
na condigdo la, obtemos, analogamente,

G(z,t) < a(z), t€ R, qt.p.z € Q, para algum a(z) € L1(Q). (3.11)

Iniciamos com um lema técnico que serd usado nos resultados posteriores.

3.3 - LEMA. Suponhamos f como em (3.2), K(z) < Aj41 q.t.p. em Q e que a condigdo
1 seja satisfeita. Seja {un} C HE(Q) tal que |un|| — oo e sup J(un) < co. Entdo, existem
0 C Q com || > 0 e uma subseqiiéncia {u,} de {un} tais que |up (z)| — oo para todo z
em Q.
DEMONSTRACAO: Decorre de (3.11) que
1
lim su —-—/ 2F (z,un) — Mixqu? ) dz < 0.
p ”un”2 Q( ( 71) +1 n)
Mas

ﬁ:ug g 2I|u1n||2 [/n (170l = Ns103) do = [ (2P (a,u) = Ausas?) d’] - (@)
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Seja in = ||un|~lup. Logo ||in|| = 1 e, como a imersdo de H3(2) em L2() ¢ compacta,
podemos tomar sucessivas subseqiiéncias, para obter .

in — @ em H}(Q), @, — i em L2(Q) e Un(z) — i(z) q.t.p. em Q.

Tomando, agora, o limite inferior em (3.12) temos que .

1 -
025 (1 - /\l+1|u|3)
e, conseqiientemente, [@|} > 0. Deste modo, existe 0 C N tal que || > 0 e

[u(z)] > 0, Yz € Qo. Assim, |up(z)| - o0, V& € Q. Isto conclui a demonstracio do
lema. O : '

A proposigao seguinte servird para verificar a hipétese II do Teorema 1.1.

3.4 - PROPOSICAO. Suponhamos f como em (3.2), K (z) < Aly1 ¢.t.p. em Q e que a
condi¢do 1 seja satisfeita. Entdo, J(w) — oo quando ||w|| — oo, onde w € M.

DEMONSTRACAO: Suponhamos que exista alguma seqiiéncia {wn} em M tal que
lwn|| = co mas sup J(wy) < oo. Pela definigéo de G e por (2.6), temos que

Jwn) = 3Jo(IVwnl® - K(2)wd) dz — [,G(z,wn) da
2 = oGz, wy) dz.
Sejam Qo C Q e {wy} obtidos pela aplicacio do Lema 3.3. Entao, por (3.11),
oG, ww) dz = fouq, G, ww) dz + fo, G (e, ww) da

< fﬂ Ia(a:)l dz +ng G(xiwﬂ’) dz,

e, portanto,
T(wn) > ~/ ()| dz—/ P s (O
Q Qo

Tendo em vista (3.11), podemos aplicar o Lema de Fatou a esta Gltima desigualdade e, por

(3.10), temos que J(wp) — 00, 0 que é uma contradigao. Desta forma, fica demonstrada a
proposicao. 0O

A préxima proposigao sera utilizada na verificagdo da hipétese I1I do Teorema 1.1.

3.5 - PROPOSICAO. Suponhamos f como em (3.2), K (z) < Ajy1 q.t.p. em Q e que a
condigdo 1 seja satisfeita. Entdo, firados v € (0,1) e c € IR, existe R > 0 tal que

('(w)yu) < 7 Jlull 17 ()

para todo u € H}(Q) com ||ul| > R e J(u) <e.
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DEMONSTRACAO: Suponhamos, por contradigdo, que exista alguma seqiiéncia {u,} em
Hj§ tal que [|u,|| — oo e sup J(u,,) < ¢, mas com

(7 (un), un) > 7 [lun]| |7 (un)|.

Sejam Qp c N e {un'} obtidos pela aplicagio do Lema 3.3. Assim,

|4/ (z)] — 0o para todo
z em §g. Temos, pela condigio 1b, que

JoH(z,up) dz = fn\no H(z,uy) dz + fQO H(z,uy) dz

< JalM@)| dz + o, H (2, uw) da.

Decorre da condigio 1 e do Lema de Fatou que

lim inf/ H(z,uy) dz = — 0. (3.13)
Q

Por outro lado, pela definigdo de H,

/ H(z,up) dz = —2J (uy) + (I (uns), upr) > =2,
Q
© que contradiz (3.13). A proposigdo estd demontrada. O

Podemos, agora, demonstrar o Teorema 3.1.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 3.1: Mostraremos, inicialmente, que o funcional J
satisfaz as hipéteses do Teorema do Ponto de Sela de Schechter (Teorema 1.1) com H = H}
munido da norma || - || definida em (2.4) e com a decomposicio dada em (3.3). Notemos,
inicialmente, que 0 < dimN < co. Pela Proposigao 3.4, J é coercivo em M e, como J é
fracamente semi-continuo inferiormente (e.g. de Figueiredo [9]), J ¢ limitado inferiormente
em M. Assim, as hipéteses I e IT do Teorema 1.1 sio satisfeitas. Aplicando a Proposigio
3.5, temos que a hipétese ITT do Teorema 1.1 é também satisfeita.

Assim, podemos aplicar o Teorema 1.1, com
Y(t) = 3 €V
14t
para obter uma seqiiéncia {u,} C H{} ec € IR tais que

I(un) —c e (1+ [lunl))|’(un)]| — o. (3.14)

Afirmamos que a seqiiéncia acima ¢ limitada. Caso contrério, podemos obter uma
subseqiiéncia, ainda denotada por {us}, tal que ||jup| — oo. Aplicamos o Lema 3.3 para
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obter 29 C Q2 com || > 0 e uma subseqiiéncia {u,} de {un} tais que |up/(z)| — oo para
todo z em . Deste modo,

/H(z Upt) da:</ |M (z |d:z:+/ H(z,upy) dz (3.15)

e, por outro lado, segue de (3.14) que,
/n H(z,up) dz = 20 (upe) + (I (un), ) > € (3.16)

para algum C € IR. Aplicamos, agora, o Lema de Fatou a (3.15); pela hipétese la, o
resultado obtido contradiz (3.16), o que demonstra nossa afirmativa.

Utilizaremos, agora, essa limita¢do e um argumento bem conhecido para obtermos
o ponto critico. Decorre da imersdo de Sobolev que uma subseqiiéncia de {u,}, ainda
denotada por {u,}, converge fracamente para u em H}(R2) e fortemente em L? para o
mesmo u. Por outro lado, segue de (3.14) que ||J'(uy)|| — 0 e, portanto,

|/ Viun - Vh dz —/ f(z,un(z))h dz| < en|h|l, Vh € HY(Q),
Q Q

onde ¢, — 0. Tomando h = un — u nesta desigualdade e ptilizando a continuidade do
operador de Nemytskii, obtemos

/ Vup - V(up — u) dz — 0.
Q
Assim, [lun| — [|u| e, como u, — u, temos que u, converge fortemente para v em H}(9).

Como J é continuamente diferencidvel, temos que J(u) = c e J'(u) = 0, isto é, u é uma
solugédo fraca do problema (3.1). Isto completa a demonstragio do teorema. O
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Apéndice A

Construgao do Campo
Pseudo-Gradiente

No Capitulo 1, para demonstrar o Teorema do Ponto de Sela de Schechter
(Teorema 1.1), utilizamos a construgao de um campo pseudo-gradiente que agora
demonstraremos. Esta construgao € similar & encontrada em Schechter [17].
A.1-LEMA. Seja(H,(-,-)) um espago de Hilbert. Sejam0 <7 <1le0<a < 1—7.
Entao, para quaisquer u,v € H nédo-nulos tais que (u,v) < 7 |lul| ||v||, existe h € H
tal que (u,h) > o |[u] ||A| e (h,v) < 0.

DEMONSTRACAO: Como u e v néo sio nulos, definimos

. . B v
U= — U= —,
|ull [v]]
Tomamos 8 tal que
TGS e, (A.1)
L a+T

Seja h = % — B4. Temos entio que:
IRl < llafl + 185]| = 1 + B,
(hyv) = (@,v) = B(B,v) < v] (r - B) < 0

(u h) = (u, @) = B(u, %) 2 lull (1~ 78) > [luf| a(1+ 8) > a (Tl 1Al

pois a segunda desigualdade de (A.1) é equivalente a

l1-786>1—-1+4+ap
g, comoa<l—r,

1-78> a(l+8).
Assim, o lema estd demonstrado. 0O
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A.2 - PROPOSICAO (Construgao do Campo Pseudo-Gradiente). Sejam
J : H — IR um funcional continuamente diferencidvel, onde (H,(-,-)) é um espago de
Hilbert, e H = {u € H : J'(u) # 0}. Suponhamos que ezista 0 < 7 < 1 tal que

(J'(u),u) < 7 flull 17 (w)l, Vu € F, (A.2)

ondeAF é um subconjunto fechado de H, 0 g F,e0<a<1-—r7. Entdo, existe um campo
Y : H — H localmente lipschitziano tal que

Y@l <1 e (J'(),Y@)2a |, Vueh
e ainda (Y (u),u) <0, Yu € F.

DEMONSTRACAO: Para cada u € F, temos que J'(u) # 0 e u # 0. De acordo com o
lema anterior, existe h(u) € H tal que

(7'(u), h(u)) > o V()] ()]l e (h(u),u) <O.

Definimos h : H — H por

h(u)
; @ €7
h(u) = J’( \

e v

de modo a termos
Ih@)| =1 e (J'(u),h(u)) > o |7/ (u)|, Yue H
e ainda (h(u),u) < 0, Vu € F.

Pela continuidade de J', para cada u € fI, existe uma vizinhanca V,, de u em H tal
que
(J'(v),h(u)) > a ||J'(v)||, Yv € Vy. (A.3)

Se u € F, podemos tomar V,, de modo que (h(u),v) < 0, v € Vi, pois (h(u),u) < 0 eo
produto interno (-,-) é continuo. Caso u ndo pertenga a F, como F é fechado, podemos
tomar V, de forma que V, N F = 0. O conjunto de todas as vizinhangas V,, v € H,
é uma cobertura aberta de H. Como H é um espago métrico, pelo Teorema de Stone,
temos que H é paracompacto (Kelley [12]; Zumpano [23]). Deste modo, esta cobertura
admite um refinamento localmente finito denotado por {W;}. Seja p;j(v) a distancia de v
ao complemento de W;. Entao, p; é lipschitziana e p;j(v) = 0 se v € W;. Seja

() = Pi)
A= 5wy
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Observamos que 8; estd bem definida, pois para cada v € H a soma no denominador é
finita (visto que o refinamento {W;} é localmente finito). Temos, portanto, uma parti¢ao
da unidade {g;} localmente lipschitziana. Notemos que cada W; esta contido em alguma
vizinhanga V,,, de modo que, para cada Wj fixamos u;j de modo que W; C Vu;. Seja
Y : H — H definido por:

Y(v) =) Bj(v)h;

onde hj = iz(uj). O campo Y estd bem definido pois a partigao {B;j} € localmente finita.
Uma vez que cada $; é localmente lipschitziana, Y é localmente lipschitziano. Além disso,
para todo v € H, temos

Y @)l = | X 8iwns]| < 18;@0hs1 = 3830051l = 3 5(0) = 1
e, por (A.3),
(J'(0),Y () = (J'(0),Bs(0)hs) = S (I'(v), Bi(v)hy)
= YAOI@,A) 2 Y Bw)alI O] = ol @)
Para v € F, Bj(v) = 0 se u; ¢ F. Assim,

(Y (v),0) = 3 _B;(v) (hj,v) < 0

pois (hj,v) < 0,se v € Vu; e uj € F. Logo, Y é um campo como desejado. O
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Apéndice B

Regularidade das Solucgées Fracas
Obtidas

Usaremos teoremas de regularidade para equagoes elipticas para mostrar que
as solugoes fracas obtidas nos Capitulos 2 e 3 sdo de fato solugdes clédssicas, desde que
o termo nao linear seja localmente lipschitziano.

Consideremos o problema

(B.1)

~Au = f(z,u), €
u=0, z €N

Al

onde @ C R" é um dominio limitado, com bordo suave dQ, N > 3¢ f OxR — R
é localmente lipschitziana com crescimento subcritico, ie.,

|f(z,t)|] < alt|” +b, Vt € R,Vz € Q (B.2)

sendoa,b>0,0< 0 < x—f% Para ser breve, ndo trataremos os casos em que N = 1, 2
e b é uma funcao de z.

Necessitaremos das imersées de Sobolev a seguir (Adams [1], Th.5.4, Th.6.2);
na mesma referéncia encontramos as defini¢des dos espacos de Banach wkrP(Q) e

CA ).
B.1 - TEOREMA. Seja Q C RN wm dominio limitado com bordo suave,
1 < p < co. Entao, as seguintes imersoes sao continuas:
(i) WHEP(Q) — LI(Q) para 1 < q < _N_Ii;ch’ kp < N; se kp = N, podemos tomar
1<q< 0.
Além disso, essa imersdo é compacta quando q < N—'!%.

(i) WHP(Q) — CNQ) para algum 0 < X < 1, quando kp > N.
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Vamos também utilizar a seguinte propriedade do operador de Nemytskii
associado a f (e.g. de Figueiredo [9], Th.2.3):

B.2 - TEOREMA. Sejam Q C RN aberto e limitado, e f uma fungdo de
Carathéodory definida em Q x IR. Suponhamos que ezistam ¢ > 0, b(z) € L),
1<g< o er >0 tais que

£ (z,8)] < cls|” + b(z).
Entao a aplicagio Ny : L7 () — L), onde Ny(u)(z) = f(z,u(z)), € continua.
Utilizaremos ainda os seguintes teoremas de regularidade:

B.3 - TEOREMA. (Agmon (2], Th.8.2) Suponhamos que h € LP(Q), 1 <p < o0 e
que u € H}(Q) seja uma solugao fraca do problema

{ —Au = h(z), z€Q (B.3)

u=0, z € 9N.
Entao u € W2r(Q).

B.4 - TEOREMA. (Gilbarg & Trudinger [10], Th.6.14) Seja 0 < o < 1 e
suponhamos que u € C“(Q)nHO () seja uma solugdo fraca de (B.3) com h € C*(RQ).
Entao u € C%(Q).

A seguir, utilizaremos os resultados acima e um argumento iterativo conhecido
como bootstrapping para demonstrar o

B.5 - TEOREMA. Sejau € Hé(Q)__uma solugao fraca de (B.1). Entao u € uma
solugdo cldssica de (B.1), i.e., u € C*(%). .

DEMONSTRAGAO: Pela Teorema B.1(i), u € LP(R), onde p = 25
Defimos

h(z) = f(z,u(z)).

Pelo Teorema B.2, temos que h € L*(Q)), onde s = g Vamos, a seguir, mostrar que
u € W27(Q), para algum r tal que 2r > N. Se 2s > N, basta tomar r = s. De fato, u é
solucio fraca do problema linear eliptico nao-homogéneo (B.3). Logo, aplicando o Teorema

~ B.3, temos que u € wr(Q).

Suponhamos agora que 2s < N. Uma vez que 0 < ¢ < ’rvf%, existe um unico € > 0

tal que
2N

N+2

s=(1+¢)
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Como no caso anterior, usaremos o Teorema B.3 para concluir que u € W2 (R2). Utilizando
0 Teorema B.1(i), temos que que u € LP(§2), sendo p; = 7\7% Portanto, h(z) € L% (Q)

para s; = ZL ¢ entdo, pelo Teorema B.3,u e w2 (92). Para vermos que u tem regularidade
maior, basta observarmos que

i_m_ N (N-2) (149(v-2)

s p=(N—2s) 2N N —2—4e o A

Podemos repetir este tltimo argumento (conhecido como bootstrapping) um nimero finito
de vezes para mostrar que u € W27(Q), para algum 2r > N,

Para o caso 2s = N, como h € L*(Q2), temos que h € L) para algum q < s tal

que (1+¢€)g > s. Aplicamos o argumento bootstrapping mais uma vez para concluir que
u € W2 (Q), com 2r > N.

Portanto, podemos aplicar o Teorema B.1(ii) para mostrar que u € C*(Q), com

0 < X< 1 Assim, h(z) = f(z,u(z)) é de classe cr Q). Aplicamos, entio o Teorema B.4
para concluir que u € C2%(9). Logo, u é uma solugéo classica do problema (B.1). O
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