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Prefacio

Este livro foi escrito para servir como ponto de referéncia para o minicurso Teoria
Geométrica dos Pontos Criticos, apresentado no 1°. Workshop em Andlise Nao-Linear e
EDPs, realizado no Departamento de Matematica da UFMG de 25 a 27 de fevereiro de 2002,
destinado a alunos de mestrado, mas acessivel a alunos de graduacao.

A idéia central é fazer uma rapida introducao aos Métodos Variacionais modernos,
com forte énfase na interpretagido geométrica dos resultados apresentados, mas sem abrir
mao do devido rigor matemético. Por uma questao de brevidade, algumas demonstracoes sao
deixadas para os apéndices ou simplesmente omitidas, com referéncias amigaveis sugeridas.

No Capitulo 1, apresenta-se uma introdugao histérica ao Célculo das Variacoes
classico, com destaque para o Principio de Dirichlet, que é apresentado como exemplo de
aplicagao dos métodos do Célculo das Variagoes. A critica de Weierstrass ao Principio de
Dirichlet ilustra entéo os problemas que levaram ao desenvolvimento da teoria moderna.

No Capitulo 2, tendo como motivacdo a prova da existéncia de solucao para o
problema de Dirichlet, sao estudados os espagos de fungoes. O conceito de solucao fraca
é introduzido e o espaco de Sobolev W()l 2(Q) surge como o ambiente natural para a aplicacao
dos métodos variacionais ao problema de Dirichlet.

No Capitulo 3, aborda-se o método variacional direto, com destaque para a formulacao
fraca do Principio de Dirichlet. O problema da minimizacao da energia é entdo atacado, apos
uma discussao geométrica do problema da minimizacao para funcoes de IR? em IR. Prova-
se a existéncia de solugao fraca para o Problema de Dirichlet (a questdao da regularidade é
deixada para o Apéndice A).

No Capitulo 4, estudam-se os métodos do tipo minimaz, especialmente o Teorema
do Passo da Montanha. Assim como no Capitulo 3, a situacdo geométrica do problema
para funcoes de IR? em IR é analisada para motivar o desenvolvimento dos métodos do tipo
minimaz que, a partir da condigdo de Palais-Smale e do Lema da Deformacao, culminaram
com o famoso Teorema do Passo da Montanha.

No Epilogo, apresenta-se o conceito de linking, indicando algumas referéncias para
estudos mais aprofundados.

No Apéndice A, sao fornecidos resultados de regularidade, com énfase para a técnica
conhecida como bootstrapping.

No Apéndice B, sao fornecidos os cédigos utilizados para gerar as ilustracoes deste
livro no programa Mathematica®. Assim, o leitor interessado pode manipular os graficos,
por exemplo alterando os diversos parametros.
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Capitulo 1

Introducgao aos Métodos Variacionais

1.1 O Calculo das Variacoes

O primeiro indicio histérico de formulagao de um principio variacional deve-se a Heron
de Alexandria (c. 125 a.C.), que postulou que a luz segue sempre o caminho mais curto
entre dois pontos e estabeleceu as leis para a reflexdo da luz em espelhos. A idéia central
de seu trabalho Catdptrica é de que a luz minimiza a distancia percorrida entre a fonte e o
observador. Essa teria sido a primeira tentativa de se explicar fenémenos fisicos através do
principio de que existe na natureza alguma quantidade (no caso a distancia) a ser minimizada.

AV

F IGURA 1 - A reflexdo da luz em um espelho plano.

Mas foi somente na primeira metade do século XVII que se pode dizer que um
principio variacional foi de fato utilizado, quando Pierre de Fermat postulou que, em seu
trajeto, a luz minimizaria o tempo transcorrido ao invés da distancia percorrida e, a partir
deste principio, deduziu matematicamente as leis que descrevem o fenémeno da refracio da
luz, obtidas experimentalmente pelo holandés Willebrod Snell poucos anos antes.

Apesar do sucesso de Fermat no estudo da refracao da luz, ainda nao havia sido
estabelecida toda a maquinaria matemética necessaria para abordar problemas variacionais
mais complexos. Contudo, o advento do Célculo na segunda metade do século XVII abriu o
caminho para o pleno desenvolvimento da teoria classica do Cdlculo das Variacoes.




FIGURA 2 - A refragao da luz ao mudar de meio.

Apenas em 1743 que surgiu o primeiro tratado sobre o Célculo das Variacoes.
Naquele ano, o suigo Leonhard Euler submeteu ao editor o seu famoso livrto Methodus
Inveniendi Lineas Curvas Maximi Minimive Proprietate Gaudentes Sive Solutio Problematis
Isoperimetrici Latissimo Senso Accepti (que poderia ser traduzido como “Método para
Encontrar Curvas que Minimizam ao Maximo a Propriedade da Folga ou Solucoes para
Problemas Isoperimétricos Aceitas no Sentido Amplissimo”). Este livro foi um marco na
histéria da Matemaética e inspirou intimeras geracoes de matemadticos ao longo dos séculos.

Em 1744, mesmo ano em que o livro de Euler foi publicado, o francés Pierre-Louis
Maupertius publicou seu aclamado trabalho Accord de Différentes Lois de la Nature que
Avaient Jusqu'ici Paru Incompatibles (Concordéancia de Diferentes Leis da Natureza que até
aqui Pareciam Incompativeis), onde pela primeira vez aparece o principio da acdo minima.
Entretanto, ao que tudo indica, Euler teria sido o primeiro a compreender realmente toda a
relevancia deste principio.

Apés os trabalhos pioneiros de Euler e Maupertius na primeira metade do século
XVIII, grandes mateméticos, como Louis de Lagrange, Adrien-Marie Le Gendre, Karl
Jacobi e William Rowan Hamilton contribuiram decisivamente para consolidar o Calculo
das Variagoes.



1.2 O Principio da A¢ao Minima

Uma aplicagao classica do Calculo das Variacoes é a resolucao de um sistema de
equagoes diferenciais ordindrias (conhecidas como equacdes de Euler-Lagrange) através da
minimiza¢ao do-funcional da acao.

Considere uma fungao L : RY x IRY — IR. Fixados dois pontos P,Q € RN e um
tempo 7" > 0, definimos o funcional

1v)=[ " Llv(s), v(s)]ds
onde v : [0,7] — IRN pertence & classe
A={veC*[0,T),R") | v(0)= P e v(T) = Q}.
A fungao L é chamada de langrangiana e o funcional 7, de agao.

Note que A nada mais é que o conjunto das curvas de classe C2 em RV que ligam P
a @, quando ¢ varia de 0 a 7. Vale lembrar que, se uma curva de classe C2 em RN liga P a
@ em tempo finito, entdo pode-se reparametrizé-la como uma curva de A.

~-
b ) Y f
“.il : ‘ -

FIGURA 3 - A aco pode ser definida também para curvas em variedades.
A idéia central do Calculo das Variagdes é que, se x € A minimiza a agao, i.e., se

I(x) = inf I(v)

VEA
entao x € solugdo do sistema de equacoes de Euler-Lagrange

&

P V. L[x(s),x(s)] + V,L[x(s), x(s)] = 0

onde 0 < s < T e usamos a notagao L = L(z,y), com z, y € RN,
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Assim, para provar a existéncia de solugao para o sistema de equacoes de Euler-
Lagrange, basta provar a existéncia de um ponto de minimo absoluto para a acao. De fato,
outras solugoes podem corresponder a outros pontos criticos que nad um minimo absoluto,
tais como pontos de sela ou pontos de minimo local.

Um exemplo de agdo é o comprimento de uma curva parametrizada x(¢) tal que
x(0) = P e x(T) = @, que é dado por

I(x) = ! V14 |x(s)|2ds = TL[)'((S),x(s)]ds
0 0

para a funcao lagrangiana
L(z,y) = /1+ |z|2.

Outro exemplo simples de fungao lagrangiana é dado pelo principio da acao minima
de Hamilton, onde L corresponde & diferenca entre energia cinética e energia potencial. No
caso de uma particula em movimento retilineo vertical, préxima a superficie da Terra, temos

1
L(z,y) = 5]%12 -9y

onde g é a aceleragao da gravidade e y e x correspondem, respectivamente, & altura e
a velocidade vertical da particula. Entéo z(s) = y(s) e a equacdo de Euler-Lagrange
correspondente é

~ 2 GEOen )+ Lo ) =0
ou seja,
—d%z'/(S) -9=0.

Assim, a equacao de Euler-Lagrange corresponde & segunda lei de Newton, com a particula
sujeita somente & agao da gravidade, sem nenhuma outra forca atuando.

Por sua vez, pode-se verificar que, quando sao levadas em conta somente as tra jetorias
que fixam y(0) = hiniciar € Y(T') = hfina, a acio

1) = [ (S0P~ g y(s)) ds

serd minima para

T 2 2

que é a solucao da equacio de Euler-Lagrange dentre as trajetérias admissiveis.

h"n — inicia ]- 1 ‘
y(t):y(0)+( final h"”——gT)tJr—gtz

Neste exemplo unidimensional, porém, é muito mais dificil minimizar a a¢ao do que
resolver a equacao de Euler-Lagrange. A situacfio é dramaticamente diferente quando se
passa para dimensoes maiores (ou para dimensio infinita) e o sistema de equacoes de Euler-
Lagrange pode tornar-se extremamente complicado. A grande vantagem de se usar a acao é
que nao é preciso encontrar explicitamente a fun¢ao minimante, mas apenas obter (e verificar)
condigbes que garantam a existéncia de tal fungao.

B!




1.3 O Principio de Dirichlet

O alemao Johann Dirichlet aplicou o Célculo das Variacoes a equagdao de Laplace,
mostrando que solugdes da equacao de Poisson podem ser caracterizadas como minimantes
da energia. Mais especificamente, ele estudou o problema de fronteira

{—Au = f, em(

u = 0, sobre 9

(1.1)

onde f € C°(Q2) e 2 C IRY é um aberto limitado com 9 de classe .

Usando o principio do méximo, pode-se facilmente mostrar que (1.1) possui no
maximo uma solugao de classe C2(f2). Para provar a existéncia da solugao para (1.1), porém,
o trabalho é mais arduo.

Dirichlet demonstrou que a solucao de (1.1) corresponde ao ponto de minimo absoluto
do funcional

_ 1 2
I(u) = /Q <2|Vu| uf) dz (1.2)
definido sobre a classe de funcoes
A={ueC*Q)|u=0, sobre 60}.

Este é o famoso Principio de Dirichlet:

1.1 - TEOREMA (PRINCIPIO DE DIRICHLET): Uma fun¢io u € C?(Q) € solucdo
de (1.1) se, e somente se, u um ponto de minimo absoluto de (1.2).

DEMONSTRACAO: Se u € C%(Q) é solugao de (1.1), a condi¢dgo de fronteira implica
automaticamente que u € A. Dado v € A, a equacao diferencial em (1.1) implica que

/ —Au(z)[u(z) - v(z)] dz = / F@)u(z) — v()] de.
Q Q
Integrando por partes o primeiro membro (e usando que u = v sobre 99), tem-se que

@) - Viu@) = @)} do = [ f@)fu(z) - v(o)] d
donde
/Q[Vu(a:) -Vu(z) — f(z)u(z)] dz = /Q[Vu(x) -Vu(z) - f(z)v(z)] dz.
Mas, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
IVu(z) - Vo(@)] < [Vu(@)Vo(z)| < 5[Vu(@)? + 1 [Vo(o)?

€, por conseguinte,
(74P = eni@) de < [ Si9uteas + [ (90 - aote)) an
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Portanto, pela definigao (1.2),
I(u) < I(v)

Como v € A é arbitrdrio e u € A, u é um ponto de minimo absoluto de T.

Por outro lado, seja u € A um ponto de minimo absoluto de /. Para qualquer v € C§(€2)
fixado, considere a funcao real definida por

i(A) = I(u+ M)

Como u+ A\v € A, se i for derivdvel em A = 0, deve-se ter i'(0) = 0. Contudo,

i) = [ (5IVu(e) + X9u(@) - f@)u(z) + N(@)]) do
= /Q (—qu )2 + AVu(z) - Vo(z) + %2|Vv(;r)|2 — f(z)[u(z) + )\’u(x)]) dz.
Conseqiientemente,

=i(0) = / [Vu(z) - Vo(z) — f(z)v(z)ldz = / [~Au(z) — f(z)]v(z)dx
0 Q

Uma vez que esta identidade é vélida para qualquer v € C§°(Q2), devemos ter —Au = f em (.
Como u € A, a condigao de fronteira é automaticamente satisfeita e u é solugao de (1.1). O

No caso da equagao de Laplace, por exemplo, f = 0 e I é limitado inferiormente por 0.

Portanto,

inf I(u) >0

ueA
e parece certa a existéncia de uma fun¢ao minimante (i.e., de uma funcao u € A onde I atinge o
seu minimo). Entretanto, a simples limitagao inferior nao é suficiente para garantir a existéncia de
pontos de minimo do funcional I em A. Mesmo para fungoes reais isto niao é verdade — a funcio
exponencial, por exemplo, é limitada inferiormente, mas nao possui ponto de minimo. E preciso,
portanto, obter condigoes que efetivamente garantam a existéncia do ponto de minimo (isso sera
feito no Capitulo 3).

+rrr

"

—}

m— T

-1

FIGURA 4 - A fungao exponencial é limitada inferiormente mas nio assume o seu fnfimo.
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Funcionais como (1.2) sao conhecidos como energia e podem ser usados de diversas formas,
como, por exemplo, para provar a unicidade da solugao de (1.1) — ao invés do principio do maximo
— ou ainda para obter as chamadas estimativas a priori. O uso de tais funcionais na teoria das
Equacoes Diferenciais Parciais é genericamente chamado de métodos de energia.
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1.4 Do Classico ao Moderno

No final do século XIX, com o estabelecimento de bases rigorosas péra o Célculo através da
consolidagao da Analise Matemadtica, os fundamentos e métodos do Célculo das Variagoes foram
postos em xeque. .O alemao Karl Weierstrass, por exemplo, fez criticas duras ao Principio de
Dirichlet, principalmente no que diz respeito a falta de rigor no tratamento da questao da existéncia
de solugoes.

Até entao, as aplicagoes do Célculo das Variagoes eram desenvolvidas sem o necessério rigor
matematico. A existéncia de minimantes para funcionais limitados inferiormente, por exemplo, era
tida como certa. Em muitos casos, o simples fato de as equagoes estudadas serem oriundas de
modelos da Fisica era considerado prova mais do que suficiente da existéncia de solucoes. Afinal de
contas, a carga elétrica distribui-se na superficie de um condutor em equilibrio de alguma forma,
de modo que a equagdo que descreve esse fendmeno matematicamente (equagao de Laplace) deve
obrigatoriamente ter solucao.

Mas Weierstrass produziu um contra-exemplo de problema variacional que nao admite
solu¢do minimal, apesar de o funcional em questdo ser limitado inferiormente. Ele considerou
o funcional I : A — IR dado por

1
1) = [
-1

A={ueCY[-1,1],R) | u(-1) = -1 e u(1) = 1}.

Claramente, como I(u) > 0 para todo u € A, I é limitado inferiormente por 0. Todavia, I nao
assume o seu infimo em A. Para ver isso, considere a seqiiéncia de fungoes

2

du da

r —

dx

sendo

arctan(nz)
=——2"J 4, 1.3
un(z) arctan(n) © (1.3)
Pode-se calcular explicitamente
L dug|?
By =2 / Sa
(un) . z | dz
" 2

-/,

. [1 4 (nz)?] arctan(n)

e, fazendo t = nz,

I 1 I 1 L
= dt < dt
(un) narctan®(n) /_n 14227 ~ narctan?(n) /_oo 1+ ¢2]2

Assim, uma vez que I(u,) > 0 para todo n, tem-se que I (un) — 0 quando n — oo, de modo que o
infimo do funcional I sobre A é de fato 0. Logo, o infimo de I sobre A nio é atingido.
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Neste exemplo, o que ocorre é que as fungoes u,, mesmo sendo todas de classe (',
convergem ponto a ponto para a fungao sinal(x), que é definida por

—1,sex <0
. sinal(z) =< 0, sexz =0

1, sex>0

sendo, portanto, descontinua e nao pertencendo ao conjunto A das fungdes admissiveis.

FIGURA 5 - As fungdes u,, convergem para a fungao sinal(z).

Isso foi um choque para a teoria do Célculo das Variacoes, que mergulhou entao em uma
severa Grundslagenkrise (crise de fundamentos). Era preciso rever cuidadosamente os fundamentos
da teoria e estabelecer bases rigorosas para o Célculo das Variacoes. Por exemplo, necessitava-se
compreender melhor o contra-exemplo de Weierstrass para se saber ao certo sob quais condi¢oes
pode-se garantir que um funcional limitado inferiormente atinge o seu minimo.
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1.5 O Método Variacional

Trabalhos de matemadticos como Weierstrass, Arzéla, Fréchet, Hilbert e Lebesgue
estabeleceram bases rigorosas para o Principio de Dirichlet e levaram ao desenvolvimento da Andlise
Funcional e da moderna teoria das Equacoes Diferenciais Parciais.

A idéia fundamental de associar a existéncia de solugoes & existéncia de pontos criticos
de um funcional permanecia inabalada, mas percebeu-se rapidamente que a dimensao infinita dos
espagos de fungoes tornava esta tarefa mais dificil. Em um primeiro momento, concentraram-se os
esforgos na busca de pontos de minimo para funcionais limitados inferiormente.

No inicio do século XX, foi consolidado o Método Variacional direto, que permite provar a
existéncia de pontos de minimo absoluto de funcionais que satisfazem certas condigoes especificas
(por exemplo, um funcional lagrangiano coercivo e convexo assume o seu minimo).

Os trabalhos pioneiros de Ljusternik-Schnirelman na primeira metade do século XX
deixaram claro que o método variacional funciona também se forem encontrados outros pontos
criticos que nao um minimo ou médximo absoluto. Em particular, muitos problemas resultam em
funcionais que nao sdo limitados nem inferiormente, nem superiormente. A procura de extremos
locais ou de pontos de sela, contudo, é uma tarefa ardua.

Na segunda metade do século XX, deram frutos as idéias de Ljusternik-Schnirelman, através
dos trabalhos de Palais, Smale, Ambrosetti e Rabinowitz, que desenvolveram métodos do tipo
minimaz que garantem a existéncia de pontos de sela. Esse é o caso, por exemplo, do famoso
Teorema do Passo da Montanha, de Ambrosetti e Rabinowitz.

Por volta de 1980, Rabinowitz, Benci e Ni introduziram um método para provar a existéncia
de pontos criticos com base em caracteristicas geométricas e topolégicas dod funcionais, atualmente
conhecido como linking. As idéias de linking foram fortemente inspiradas na teoria de Morse (dos
anos 1950), que relaciona a existéncia e o niimero de pontos criticos de fungoes suaves de um espaco
topoldgico M em IR com a topologia de M.
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Capitulo 2

Espacos de Funcoes

2.1 Introducao

Como foi visto no Capitulo 1, a esséncia do Célculo das Variagoes é o estudo de
funcionais como a agdo e a energia. Estes funcionais associam a cada funcao u : Q@ — RN
um nimero real — a grosso modo, eles sao “fungoes de funcoes”. O ideal seria que se pudesse
utilizar para os funcionais todo o instrumental do Célculo, como, por exemplo, derivadas
direcionais (mais ou menos como foi feito na demonstracio do Teorema 1.1). Para tanto, é
preciso primeiro conhecer a estrutura do espago das fungdes (por exemplo, fun¢des podem
ou nao ser tratadas como pontos de IRVN?).

Dadas u,v: Q C RN — R e a € IR, sabe-se que u + v e au sao também fungoes de
{2 em IR, de modo que o espaco das funcoes de O em IR é um espaco vetorial sobre IR. O
problema é que este espago tem dimensdo infinita! Para ver isso, basta notar que o conjunto

{1, 21, 2}, 23, 2}, 23, ..}
de polinémios na varigvel z; é linearmente independente, de forma que o espacgo das fungoes
de Q em IR ndo pode ter dimensdo finita (mesmo quando n = 1). Assim, os resultados
conhecidos do Célculo nédo podem ser aplicados, sendo preciso rever cuidadosamente a teoria
e verificar quais resultados podem ser estendidos ou adaptados e quais simplesmente nao sao
verdadeiros quando tratamos de espacos de dimenséo infinita. Este é o objetivo principal do
ramo da Matematica conhecido como Anélise Funcional.

A questao da dimensao é apenas um dos problemas de se trabalhar com espacos de
fungbes. H4 também um outro: como medir a distancia entre duas fungoes? Ao contrario
de IRV, onde temos uma nogao de distancia euclidiana, nao existe uma definicido natural de
distancia entre funcdes. E claro que, assim como em IRY, diferentes métricas podem induzir
topologias diferentes no espaco. Isso pode alterar dramaticamente algumas situagoes, como
serd visto mais adiante.

Trabalhar com o espago de todas as funcies de 2 em IR é uma tarefa bastante
complicada. Uma técnica tradicional é considerar somente o espago das funcoes de Q) em IR
‘relevantes” ao problema a ser abordado. Por exemplo, para tratar o Problema de Dirichlet
(1.1), seria razodvel considerar somente as fungoes de classe C?, para as quais o laplaciano
pode ser calculado e é continuo e para as quais é possivel calcular a energia (1.2).
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Uma vez definido o espacgo de fungoes em que se deseja trabalhar, é preciso, entdo,
definir uma nogao de distancia entre as fungoes deste espago ou, melhor ainda, escolher uma
norma para este espago. Vale ressaltar que uma norma | - || é uma aplicacdo que associa a
cada fungdo um nimero real nao-negativo de tal modo que:

(i) w4+ vl < |lull + [|v]| para quaisquer funcoes u e v;
(i) [laul| < |a|.||u| para qualquer funcao u e qualquer o € R;
(iii) |lu|| =0<=u=0.

Pode-se, entéo, definir a distancia entre duas fungdes u e v por [lv — u||. A condi¢io
(i) garante a validade da desigualdade triangular, enquanto a condigao (iii) assegura que
duas fungoes sao idénticas se, e somente se, a distancia entre elas for nula. A condigao (ii)
de certa forma impede que tenhamos métricas “patoldgicas”, tais como a métrica zero-um.

Para fungbes continuas em €, por exemplo, podemos definir a norma
Ul = sup |u(z
lullo, = supu(z)

As condigdes (i), (i) e (iii) podem ser facilmente verificadas.

Entretanto, a norma acima nao é adequada para tratar problemas no espago C?(Q)
das fungoes de classe C? definidas em (. O motivo é que C?(£)) com esta norma nio é um
espago completo, ou seja, pode-se obter uma seqiiéncia (un) C C*(Q) com u, — u & C?(Q).
Por exemplo, a seqiiéncia

", se —1<z<0
Un(z) =
?, se 0 <z < :
estd em C*([—3, 1]), mas ¢é facil verificar que U, converge na norma |- || ;g para uma fungao
que nao é de classe C2.

Uma vez que se deseja trabalhar com um espago de funcoes que seja normado e
completo (i.e. que seja um espaco de Banach), é preciso encontrar uma norma mais adequada

para C%((2). Pode-se também considerar a possibilidade de trabalhar com algum subespaco

de C*(Q) que seja completo ou com algum espaco de Banach que contenha C?*(Q).

Uma possibilidade interessante foi explorada por Hélder, que encontrou subespacos
de C*(Q) nos quais ¢ possivel definir uma nova norma que leva em conta também as normas
das derivadas de ordem até k, além de uma espécie de “constante” de Lipschitz para cada
derivada de ordem k. Sdo os chamados espagos de Holder, usualmente denotados por Cke(Q)).
Para a teoria cldssica dos espacos de Holder, veja Gilbarg & Trudinger [7].

Outra possibilidade — encontrar um espaco de Banach apropriado que contenha C?*(Q)
— serd explorada nas préximas secoes.
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2.2 Derivadas Fracas

Tendo em mente que se quer provar a existéncia de uma solucéo para o Problema de
Dirichlet (1.1), procura-se um espaco de Banach que contenha C?(f2) e, além disso, para o
qual o Principio de Dirichlet mantenha-se vélido. Se for possivel encontrar tal espaco, toda a
maquinaria da Analise Funcional podera ser utilizada para encontrar uma funcdo minimante
da energia (1.2) e, por conseguinte, uma solucio para (1.1).

Ao examinar cuidadosamente a demonstragio do Teorema 1.1, percebe-se que o fato
crucial foi a integragao por partes

/QAu(:r)[u(:r) —v(z)] dz = /QVu(:r) - Vu(z) — v(z)] dz.

Assim, um problema envolvendo o laplaciano (derivadas de segunda ordem) passou a ser um
problema envolvendo apenas o gradiente (derivadas de primeira ordem). Afinal de contas, a
energia (1.2) leva em conta somente o gradiente.

Em geral, se u € C*(€2), quando se integra o produto de uma derivada D%u (onde
a = (ai, @y, ..., ay) € um multi-indice com |a| = a;+ay+...+0a,) por uma fungao ¢ € C§°(Q),
pode-se integrar por partes sucessivamente para “passar” todas as derivadas para ¢ e obter

. =
/D ) d I“'/ ) dz

Note que os termos de fronteira foram aniquilados pelo fato de ¢ e todas as suas derivadas
se anularem perto de df). Mais uma vez, o interessante é que o lado direito requer que

seja apenas integravel, enquanto que o lado esquerdo exige que u tenha diferenciabilidade
até ordem k.

A questao é saber se, dada uma funcio u integravel, é possivel existir alguma funcao
v, também integravel, de tal modo que

/Qv( ).¢(x)dx = |°"/ )-D*¢(x)dz, para toda ¢ € C5°(Q).

Quando u € C*¥() e |a] < k, claramente a resposta é sim (basta tomar v = D®u).
Surpreendentemente, mesmo quando u nao é de classe C* para nenhum k > ||, pode
existir tal funcdo v. Por isso, quando existe v satisfazendo a equacio acima, diz-se que v
é a derivada fraca de u de ordem «, que sera denotada por D®u. Essa notagao faz sentido
porque a derivada fraca, quando existe, é tinica.

Utilizando a idéia de derivada fraca, pode-se reescrever o problema de Dirichlet (1.1)
na forma

/Vu . Vo(z) dz

Il

/ f(z)v(z) dz, para todo v € C°(Q)
Q

(2.1)
u = 0, sobre 0f)

Solugdes deste problema sido conhecidas como solucdes fracas de (1.1).
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2.3 Espacgos de Sobolev

Analisando a forma fraca do problema de Dirichlet (2.1
de se exigir que u seja de classe C2, mas apenas que as int
Basta, portanto, que u possua derivadas fracas de primeira ordem e que estas sejam
integraveis. Uma vez que se quer usar o Principio de Dirichlet, é preciso trabalhar em

um espago onde a energia ( 1.2) esteja bem definida. Como a energia associada a uma funcao
é dada por

1(u)=/ﬂ(%lvu|2—uf)dm=/n% 2d:c+...+/ﬂ%

é desejdvel que as derivadas fracas de primeira ordem sejam
pertencam ao espaco de Lebesgue L%(0)).

), Vé-se que nao h4 necessidade

2

da:—/uf dr,
Q

n
8:1:1

du
oz,

quadrado-integraveis, ou seja,

E um resultado conhecido que os espacos de Lebesgue LP(Q) (

das fungoes p-integraveis
definidas sobre Q) sio espagos de Banach com a norma

llull, = llul| o) = (/Q [u(z)[? da:) i.

Sobre o espaco L*(Q2), em especial, pode ser definido um produto interno associado # norma

| - ||l2 através de
(u,v) = (u,0) gagqy = /Q u(z)v(z) da.

Assim, L*(f2) é um espago de Hilbert. A estrutura adicional
de um produto interno em L*(Q) é muito bem
a exigéncia adicional de que u e L* () (
Poincaré (Teorema 3.2)

proporcionada pela existéncia
vinda e, por isso, seria interessante colocar
De fato, como ) é limitado, a desigualdade de
mostra que na realidade essa exigencia é bastante razoavel)

Isso levou & definicao do espago de funcoes:

Wh(Q) = {u e L*(Q) | D € L*(9) para todo multi-fndice « com |af < 1} (2.2)

com a norma 1

lullw.2) = (IIUII§+ > HD"UHS) ~

=1

Pode-se verificar que W, 2(Q) é um espago de Hilbert o com produto interno

(u, V)wr2gg) = (u, V) 2(q) + /Q Vu(z) - Vo(z) da.

Ressalta-se que, na notagao multi-indice, as derivadas primeiras sao

D(1.0...0),, _ @’ DO, o)uzﬂ’ oo DOOL), ou

(9.1)1 (91"2 B (9.’1?” .
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O grande inconveniente de trabalhar com fungdes em L?(€2) é que a condigio de
fronteira em (2.1) nao faz sentido. Vale lembrar que os espacos de Lebesgue sdo, na verdade,
espagos de classes de equivaléncia de fungoes, de modo que o valor de uma funcio (i.e., um
representante de uma classe) sobre um conjunto de medida nula (como 99) nao faz diferenca.
Pior ainda, uma fungao em L%(€2) pode nem mesmo estar definida sobre 9.

No caso geral, este problema pode ser contornado utilizando o operador traco.
No nosso caso especifico, devido a condicdo de fronteira em (2.1), pode-se simplesmente
considerar o espago

Wo*(Q) = WH(Q) n Cg(Q),
onde o fecho de C§°(Q) é tomado com relagao & norma || - lwiz@@). Em outras palavras,
Wy%(R2) é o conjunto das funcdes de W12(€2) que podem ser escritas como limites de funcoes
em C5°(2). Uma vez que todas as fungdes de C°(€2) valem zero em 90, este espago pode
ser, entao, interpretado como o espago das fungoes de W'2(Q) que se anulam sobre 9.

Claramente, Wy*(2) é também um espaco de Hilbert com o produto interno (u, v)y1.2(q)

Espacos de fungdes como (2.2) sdo chamados de espacos de Sobolev. Em geral,
problemas similares a (1.1) levaram & definicao dos espacos de Sobolev:

WkP(Q) = {u € LP(Q) | D®u € LP() para todo multi-indice o com la| < k|}

onde a norma é dada por

=

[ullwer@) = (IIUII5+ > HD"UI|§)

o<k
Pode-se também definir Wé" ?(€2) de modo similar.

Como foi visto acima, os espacos de Sobolev sio o ambiente ideal para tratar
problemas envolvendo derivadas parciais e desempenham um papel fundamental na moderna
teoria de equagoes diferenciais parciais. Uma referéncia amigdvel é Evans [6]. Uma fonte
completa e atualizada é Taylor [13]. As referéncias cldssicas sobre espacos de Sobolev sao
Adams [1] e Gilbarg & Trudinger [7).
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Capitulo 3

O Método Variacional Direto

3.1 A Forma Fraca do Principio de Dirichlet

No Capitulo 2, o espago de Sobolev W, '2(52) foi introduzido como o ambiente ideal
para tratar o problema de Dirichlet (1.1) em sua forma fraca (2.1). A energia (1.2) torna-se
um funcional I : W, 2(Q) — IR e o Principio de Dirichlet torna-se:

3.1 - TEOREMA (PRINCIPIO DE DIRICHLET): Uma fun¢io u € Wl?(Q) é
solugao fraca de (1.1) (i.e. solugdo de (2.1)) se, e somente se, u wm ponto de minimo
absoluto de (1.2).

A demonstragao é essencialmente a mesma do Teorema 1.1, com pequenas adaptacoes.
A diferencga é que agora a energia é um funcional definido sobre um espaco de Hilbert e a
estrutura de W ( ) pode ser usada. Por exemplo, pode-se falar da derivada da energia no
sentido de Fréchet, dada por

"(u) U—/Vu - Vo(zx) dz —/f v(z) dz, para todo v € W,?(Q).

A derivada de um funcional no sentido de Fréchet corresponde & tomada de derivadas
direcionais, como foi feito na demonstracdo do Teorema 1.1. Note que as solugoes da
equagio I'(u) = 0 correspondem a solugdes de (2.1), ou seja, os pontos criticos da energia [/
correspondem a solugoes fracas do problema de Dirichlet (1.1).

A unicidade da solugao fraca do problema de Dirichlet (1.1) pode ser demonstrada
da seguinte maneira: se u e @ s@o solugoes de (2.1), tem-se que, para todo v € C5°()),

/ Vu-Vvder= | Via-Vou dx
Q Q
/Q V(u—1)- Vv dz=0.

. . o - 1,2
Portanto, V(u — @) = 0 e, conseqiientemente, u — @ é constante. Como u e @ € W, (),
resulta que u = 1.
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O método variacional direto visa provar a existéncia da solugao de (2.1) através da
demonstragao da existéncia de um ponto de minimo absoluto. Afinal de contas, o Principio
de Dirichlet garante que, se existir alguma solucao de (2.1), esta serd um ponto de minimo
absoluto de I. A referéncia definitiva sobre equacoes diferenciais parciais elipticas — tais
como o problema de Dirichlet (1.1) - é Gilbarg & Trudinger [7].
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3.2 O Caso de IR?

.

Antes de atacar o problema de encontrar um ponto de minimo para um funcional
: 1,2 . " s : . .
definido no espago W,*(9), de dimensio infinita, pode ser interessante examinar um caso

mais simples, como o problema andlogo em RY. Para que se possa ter uma visao geométrica
da situagéo, serd estudado o caso bidimensional.

Sendo F : IR? — IR uma fungao diferencidvel, é interessante obter condigbes sobre
F' que garantam a existéncia de um ponto de minimo absoluto. Claramente, uma condigao
necessdria a existéncia de um ponto de minimo absoluto ¢ a limitagao inferior da funcao F.
Entretanto, esta condigéo nio é suficiente — por exemplo, a funcao

g, [, |
F(r,y) =e™ ¥
é diferencidvel em todo o plano e limitada inferiormente pelo seu infimo 0, mas nao assume

este valor em ponto algum. O problema aqui é que a fungdo decai para o sen fnfimo 0 quando
|(z,y)| — oo, mas é sempre positiva.

FIGURA 6 - Uma funcéo limitada inferiormente que nao assume o seu infimo.

Para garantir a existéncia de um ponto de minimo absoluto, portanto, é preciso
impedir de alguma forma que o ponto de minimo “escape” como no exemplo anterior.

Se, ao contrario, houver uma seqiiéncia {(z,,y,)} C IR? tal que F (TnyYn) — inf g2 F
e |(%n,¥n)| < M para algum M e IR, entao tem de existir pelo menos um ponto de minimo
absoluto de F. De fato, como esta seqiiéncia ¢ limitada, ela possui alguma subseqiiéncia
convergente. Renomeando esta seqiiéncia, pode-se assumir que (Zn,y,) — (a,b) € R% Um
vez que F' é diferencidvel (e, portanto, continua) no ponto (a, b), tem-se

F(a,b) = ime, . )—@p) F(T,y) = inf e F

e (a,b) é um ponto de minimo absoluto de F.
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Assim, uma possibilidade para garantir a existéncia de um ponto de minimo absoluto
de F é impor, além da exigéncia de que F seja limitada inferiormente, alguma condicao de
crescimento que assegure a existéncia de uma seqiiéncia minimante limitada (ou seja, uma
seqiiéncia como a do pardgrafo anterior). Uma condicéo suficiente seria, por exemplo,

limy(,. o yi=c0 F'(2,4) = 00.
Neste caso, o crescimento de F' impede que o ponto de minimo “escape para o infinito”.
Por exemplo, a funcao
F(z,y) =t —y+ cos(2z)

satisfaz a condigao de crescimento acima e portanto possui um ponto de minimo absoluto.

FIGURA 7 - A fungio F(z,y) = €=tV —y + cos(2x) atinge o seu valor minimo.

Conforme serd visto mais adiante, condigdes de crescimento desempenham um papel
muito importante também na minimizacéo de funcionais em espacos de dimensao infinita.
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3.3 O Problema da Compacidade

Infelizmente, no caso de espacos de dimensio infinita, o argumento da Secio 3.2 nio
é vélido. Utilizou-se fundamentalmente o fato de que toda seqiiéncia limitada em R™ possui
alguma subseqiiéncia convergente para se obter a existéncia de um ponto de minimo absoluto.

Entretanto, em espacos de dimensio infinita, existem seqiiéncias limitadas que nao possuem
nenhuma subseqiiéncia convergente!

Ocorre que em R" qualquer bola é um conjunto compacto, enquanto que em espagos
de dimensdo infinita, ndo. Assim, ao tentar minimizar um funcional em um espaco de
dimensao infinita, mesmo considerando uma seqiiéncia minimante limitada, ainda é possivel
que o ponto de minimo absoluto “escape”.

Para se ter uma idéia do que pode acontecer, considere o espaco

1
o 2
12 = ((1,1,02,(13,...) , ||(a1,a2,a3, )”12 = (Z ai) < 0
n=1

das seqiiéncias infinitas de nimeros reais quadrado-somaéveis e a seqiiéncia {ux} C 12, onde

cada wu; é uma seqiiéncia infinita de zeros, exceto pelo k-ésimo elemento, que é igual a 1.
Assim,
1

00 2
lluk]liz = <Z uﬁ") =1,
n=1

Mas [* é um espago completo (pode-se verificar que /2 é de fato um espaco de Hilbert),
de forma que seria natural esperar que (a0 menos passando a uma subseqiiéncia) u, — u

para algum u € [* com |[ufp = 1. Todavia, a seqiiéncia {u;} nao converge e nao possui
subseqiiéncia convergente.

Portanto, a topologia de um espaco de dimensao infinita é completamente diferente
da topologia dos espacos de dimensio finita. Isso afeta também a nocao de continuidade
de um funcional (lembre-se que a nogao de continuidade é definida em termos topoldgicos).
Pode ser interessante, por exemplo, rever o conceito de continuidade para os funcionais.

Outra possibilidade é alterar a topologia considerada — o uso das topologias fraca e fraca* é
muito produtivo em alguns casos.
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3.4 Semicontinuidade Inferior

Uma alternativa ao conceito de continuidade tradicional & 0 conceito de
semicontinuidade inferior. Apesar de parecer feita sob medida para o método variacional

direto, a nocao de semicontinuidade inferior foi introduzida por Baire em um contexto
y G P
puramente topolégico.

Sejam X um espago topoldgico de Hausdorff e 7 : X — IR, I é semicontinuo
inferiormente se, para todo o € R, o conjunto 4, = {z € X | I(z) > a} é aberto.

Uma condigio que implica a semicontinuidade inferior € a condicao de compacidade
limitada: para cada a e R, K, = X\A, é compacto (propriedade de Heine-Borel). Por
outro lado, se I é semicontinuo inferiormente e X ¢é compacto, [ satisfaz a condigao de
compacidade limitada. Em particular, se X é compacto, as duas condigdes sao equivalentes.

Ambas as condigoes podem também ser expressas em termos de seqiiéncias: J é
seqliencialmente semicontinuo inferiormente se, para toda sequencia {z,} C X convergente
para o, tem-se /(zy) < liminf J (zn); por sua vez, a condicao seqiiencial de compacidade
limitada é: para cada K, é seqiiencialmente compacto.

E fécil verificar que todo funcional semicontinuo inferiormente é segiiencialmente
semicontinuo inferiormente. A reciproca é verdadeira somente quando X satisfaz o primeiro
axioma da enumerabilidade. Veja, por exemplo, de Figueiredo [5]

A relevancia desses conceitos fica, clara em vista do seguinte resultado:

3.2 - TEOREMA: Sejam X um espaco topolégico de HausdorffeI: X — R satisfazendo

a condicdo (seqiiencial) de compacidade limitada. Entdo I ¢ limitado inferiormente em X e
assume o seu infimo.

DEMONSTRACAO: Sendo m o infimo de I sobre X » quUer-se mostrar que m > —oo e que existe
u € X tal que I(u) = m. Tome uma seqiiéncia {u,} C IR estritamente decrescente convergindo
para m. Pela condicao de compacidade limitada, os conjuntos K,, = K un 580 todos compactos. Da
defini¢ao de m, como Hn > m, tem-se que cada K, # (). Além disso, K11 C K, para todo n € IN.
Portanto, a interse¢ao de todos os conjuntos K, é nao-vazia, i.e., existe um ponto u tal que

u € ﬂ K.
neiN

Em particular, I(u) < py, para todo n € IN, de modo que I(u) < m. Mas m é o infimo de I sobre
X, de forma que, de fato, / (u) = m (automaticamente m > —00).

Para o caso em que I satisfaz a condigao seqiiencial de compacidade limitada, tome uma
seqiiéncia minimante {un} C X, ou seja, uma seqiiéncia com I(u,) — m. Fixado qualquer g > m,
tem-se que {un}n> N, C K, para algum N, suficientemente grande. Mas K, é seqiiencialmente

compacto, de modo que {un} possui uma subseqiiéncia, convergente para algum u € X. E ficil ver
que u € o ponto de minimo desejado. O
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Um caso extremamente 1itil em aplicagoes ocorre quando X é um subconjunto fracamente

fechado de um espaco de Banach reflexivo e I é coercivo e fracamente semicontinuo inferiormente.
Em outras palavras:

3.3 - TEOREMA: Sejam X ¢ um subconjunto fracamente fechado de um espaco de Banach
reflezivo e I : X — IR satisfazendo

(i) I(u)— oo, quando lu]| = 00 eu e X;
(ii) para qualquer sequeéncia {z,} C X fracamente convergente para xq tem-se
I(z0) < liminf I(z,,).
Entao I € limitado inferiormente e assume o seu infimo em X.

Vale destacar que conjuntos fechados e convexos de espagos de Banach sao fracamente

fechados — este é o caso das bolas — e que a norma de um espago de Banach é sempre coerciva e
fracamente semicontinua inferiormente.
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3.5 A Desigualdade de Poincaré

Retomando o objetivo de demonstrar a existéncia de solugao fraca de (1.1) em I’VO1 ’2(9),
busca-se alguma estimativa do crescimento da energia (1.2). Em outras palavras, deseja-se conhecer
o comportamento de I(u), dado por (1.2), quando l|lullw1.2(q) — oo. Mais especificamente, quer-se
aplicar o Teorema 3.3 & energia, o que s6 é possivel se I for coercivo.

De fato, a coercividade de I é conseqiiéncia do seguinte resultado (veja Gilbarg & Trudinger
[7] para uma demonstragéo):

3.4 - TEOREMA (DESIGUALDADE DE POINCARE): Para toda fungio u € W_2(12)

WN

onde wy € o volume da bola unitdria em IRN.

O importante aqui é que se obtém uma estimativa de llu|| £2(q) em termos somente da norma
L? do gradiente de u. Afinal de contas, o termo

=

nao depende de u, mas somente de N (a dimensdo do espago) e do volume de 2 ¢ RV,

Decorre imediatamente da desigualdade de Poincaré, que a norma || - [|y1,2(q) € equivalente
a norma do gradiente definida em WO1 ’Q(Q) por

1

2
lully gy = ( /Q |V11,|2d:1;> . (3.1)
Aplicando a desigualdade de Poincaré e a desigualdade de Cauchy-Schwarz a (1.2), tem-se

1 y 1
I(u) = /Q (§|VUI2 - uf) dz > 5”“”?4/3'2(9) = llullz2@) I fllz2@) = Allullfyraq) — Bllullwizg),

para constantes A e B positivas. Portanto, I(u) — oo quando l|u|lw1.2(0) — oo, ou seja, a energia
¢ realmente um funcional coercivo.
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3.6 A Solucao Fraca do Problema de Dirichlet

Serd provada agora a existéncia de uma solugao fraca de (1.1), ou éeja, uma solugao de (2.1)

em Wo1 ’2(9). Trata-se de uma aplicagao direta do Teorema 3.3, com X = WO1 2(Q) e I sendo a
energia dada por (1.2).

Uma vez que Wol‘g(Q) ¢ um espago de Hilbert, W01‘2(Q)* = WOI'Z(Q) e
(@) = wo (@) = wi(@),

de modo que WO1 '2(9) € um espago de Banach reflexivo e X = WOl ’2(9) de fato atende as hipéteses
do Teorema 3.3.

A desigualdade de Poincaré (Teorema 3.4) garante a coercividade da energia I. Resta
verificar a semicontinuidade inferior de 7. Com efeito, para ver que I é fracamente seqliencialmente
semicontinuo inferiormente, note que, da defini¢ao da energia (1.2),

I(u) = [jull

Wi L)

onde || - ”W01.2(Q) € dada por (3.1) e L : Wol'z(Q) — IR é o funcional linear dado por

L(u) = — /n u(z) f (z)dz.

Mas a norma do gradiente é fracamente seqiiencialmente semicontinua inferiormente e, portanto,
também o seu quadrado é fracamente seqiiencialmente semicontinuo inferiormente. Por sua vez. da
prépria defini¢do de convergéncia fraca, como L é um fincional linear, u, — u em WO1 ‘Z(Q) implica
que L(up) — L(u), donde L é fracamente seqiiencialmente semicontinuo inferiormente. Assim, I é
fracamente seqiiencialmente semicontinuo inferiormente.

Conseqiientemente, a aplicagao do Teorema 3.3 assegura a existéncia de um ponto de minimo

absoluto u € Wol ‘2(9) da energia. Ora, pela forma fraca do Principio de Dirichlet (Teorema 3.1), u
é solucao de (2.1).

Surge, entdo, a questio da regularidade: serd que esta solugao u é de classe C?%(Q) e,
portanto, uma solugao de (1.1)? Surpreendentemente, a resposta é afirmativa — e uma prova
similar & encontrada em Smoller [11] ¢ fornecida no Apéndice A.
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Capitulo 4

O Teorema do Passo da Montanha

4.1 Meétodos Minimax

Conforme foi visto anteriormente, a idéia central dos métodos variacionais é

transformar o problema original em um problema de encontrar pontos criticos de um
funcional definido em um espago de fungoes adequado.

Na primeira parte deste livro, por exemplo, o Problema de Dirichlet (1.1) foi
formulado em sua forma fraca (2.1); o funcional da energia (1.2) foi entdo definido no espago
Wol 2(Q) e as técnicas da Andlise Funcional foram utilizadas para demonstrar a existéncia
de um ponto de minimo absoluto da energia e, portanto, uma solugdo fraca do Problema de

Dirichlet (1.1). Isso s6 foi possivel porque a energia associada ao Problema de Dirichlet (1.1)
é limitada inferiormente, coerciva e semicontinua inferiormente.

Entretanto, outros problemas envolvendo equagoes diferenciais sao associados a
funcionais de energia com diferentes caracteristicas. Em muitos casos, o funcional é indefinido
(ndo é limitado nem inferiormente, nem superiormente) e o método variacional direto nio
pode ser aplicado. Um exemplo cldssico é o funcional [ : I/Vo1 ’2([0, m]) — IR dado por

™ (1 |dul® 1,
I(u)—/o (5— —Zu)dr

dx
Fixado u € W, *( [0, 7]) nao-nulo, para qualquer o € R,

™1 |du

I(ou) = o? / o
(o) 0o 2|dz
de modo que /(au) — —oo, quando o — oo. Desta forma, I nio é limitado inferiormente.

Por outro lado, dado n € IV -

2

dz — ot /7r lu“dac.
0o 4

w1 T .
I[sen(nzx)] = n2/0 5 |cos(nz)|? dz —/0 %sen“(m:)d:r > g(n2 —-1).

Fazendo n — oo, vé-se que I [sen(nz)] — oo e I também néo é limitado superiormente.
Ainda assim, pontos criticos do funcional correspondem a solugoes fracas do problema

d? ;
ﬁ =u’, em (0, 7)

u(0) =0eu(r)=0
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e a solugao trivial u = 0 é um ponto critico de I (que nio é minimo nem maximo). Nao é
fécil saber se I possui ou nao algum outro ponto critico.

.
s

E necessdrio, portanto, estabelecer condicoes que garantam a existéncia de pontos
criticos mesmo para funcionais indefinidos. Claramente, o método variacional direto,
desenvolvido no ‘Capitulo 3 nao é aplicdvel, mas pode-se utilizar os espacos de Sobolev
como pano de fundo para outros métodos variacionais.

Os métodos conhecidos como minimaz foram desenvolvidos justamente para provar
a existéncia de pontos criticos que ndo um minimo ou méximo absoluto. A esséncia de tais
métodos é a obtengao de um valor critico do tipo minimazr; uma vez demonstrada a existéncia
de tal valor, a existéncia de um ponto onde o valor critico é efetivamente atingido (ou seja,
de um ponto critico) decorre de condicoes de “compacidade” do funcional em questéo.

Neste capitulo, serd demonstrado o Teorema do Passo da Montanha, que foi um marco
na histéria dos métodos variacionais — trata-se da primeira vez que se provou a existéncia de
um ponto critico que nao um minimo absoluto. Em seu trabalho pioneiro na década de 1970
(Ambrosetti & Rabinowitz [3]), Ambrosetti e Rabinowitz utilizaram os resultados obtidos
por Palais e Smale alguns anos antes para provar o Teorema do Passo da Montanha. Em
especial, foram utilizados a condigao de Palais-Smale (PS) e 0 Lema da Deformagao.




4.2 A Geometria do Passo da Montanha

A idéia geométrica do Teorema do Passo da Montanha pode ser resumida assim:
suponha que se deseja transpor uma cadeia montanhosa — como por exemplo a Serra do
Curral em Belo-Horizonte — com o minimo de esfor¢o possivel. Ora, qualquer caminho
saindo do sopé de um lado da montanha e indo até o sopé do lado oposto passard por um
ponto cuja altitude serd méxima (para aquele caminho). A idéia é procurar, dentre todos
os caminhos possiveis, um cuja altitude méxima seja minima (dai a expressao minimaxz).
Intuitivamente, isso acontece justamente na regiao da montanha conhecida como passo.

FIGURA 8 - O passo da montanha na Serra do Curral.
Em termos mateméticos, fixados dois pontos P e Q € IR?, considere o conjunto
A={aeC*[0,1],R*) | «(0) = P e a(l) = Q}
dos caminhos suaves ligando P a Q. Dada uma fungdo f : IR* — IR (aqui f(z,y) seria a

altitude correspondente ao ponto (z, y)), busca-se um caminho o € A sobre o qual o valor
méaximo de f seja o menor possivel.

= by

FIGURA 9 - De todos os caminhos ligando P a @, busca-se o que suba o minimo possivel.

Uma primeira iniciativa seria determinar a “altitude critica” he, i.e., a menor altitude
que um caminho precisa atingir para poder ligar P a Q (afinal de contas, é preciso transpor
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a cadeia montanhosa que separa os dois pontos). Esse nivel critico seria dado por

h. = inf t ' 4.1
= int {maxir o a0l (@.1)
Claramente, cada curva a € A atinge um méximo (pois a é de classe C? e o intervalo [0,1]
€ um conjunto compacto). Entretanto, é possivel que h, nao seja atingido sobre a classe de
curvas A, motivo pelo qual nio se pode substituir infimo por minimo em (4.1).

Para ver como o infimo pode deixar de ser atingido, tome P = (0,1), @ = (0,—1) e
f(z,y) = e (e +1). Para comegar, note que f(P) = f(Q) = 2e~°. Além disso, qualquer
caminho ligando P a @ precisa cortar em algum ponto a reta y = 0, sobre a qual f > 1.
Assim, por (4.1), h. > 1. De fato, serd mostrado que h, = 1.

FIGURA 10 - O gréfico da fungao e~ (e~ + 1).

Considerando a familia de curvas

an(t) = (4n(t — t3),1 - 2t)

tem-se
fo an(t) _ 6—20(:2—0—5 [641102—!) + IJ — p(4n—20)(t2—t)—5 + 6—20(#—1)—5

d ' 2
af oap(t) = [(471 — 20)e(n=20)(t*~0)-5 _ 206—20(t-_t)_5] (2t —1)

de modo que

b]

gl[oa‘)lc][foa(t)] =foa, (%) =e "+1

Assim, realmente h, = 1, de modo que nenhuma curva ligando P a @ tem méaximo he.

No caso em que o minimo em (4.1) é atingido, o passo da montanha corresponde
exatamente ao ponto de maximo de uma curva o € A que realiza a “altitude critica” h,.
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Intuitivamente, este seria um ponto de sela, pois localmente este ponto é um maximo na
diregio de a e seria um minimo na, dire¢ao perpendicular a a. Assim, o passo da montanha

tem que ser um ponto critico de [ (néo necessariamente um ponto de’sela, j& que esse ponto
pode também ser um ponto de maximo)

FIGURA 11 - O ponto critico correspondente a h, nao precisa ser um ponto de sela.

Em vista do exposto acima, para garantir a existéncia de um ponto critico de
f. € necessirio obter condigbes que garantam que o nivel critico h, dado por (4.1) seja
efetivamente atingido. Como o objetivo principal é obter a existeéncia de um ponto critico,

é importante que essas condigbes néo envolvam a existéncia de pontos criticos tais como
pontos de méximo ou de minimo.

Em primeiro lugar, precisa-se evitar que a “montanha” possa ser contornada. Uma
condigio para garantir 1850, seria a existéncia de um conjunto I' € IR? dividindo o plano em
duas componentes conexas disjuntas, uma contendo P e outra contendo (), e tal que

inf f > max[f(P), f(Q)].
No exemplo anterior, I' poderia ser a reta y=0.

Entretanto, apenas esta condigdo nao basta: é preciso evitar que o ponto critico
“escape” para o infinito. Uma tentativa natural seria pedir que I' seja compacto, mas isso
nao ¢ suficiente (o exemplo anterior poderia ser facilmente alterado para produzir um contra,
exemplo), visto que nio hg porque o nivel critico ser atingido sobre T

Diversas condicdes sobre f podem resolver este problema. Por exemplo, condicoes

de crescimento que garantam que f esteja bem acima do nivel critico h,

fora de uma bola.
Analogamente, condi¢oes

de decaimento que assegurem que f esteja bem abaixo do nivel
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critico h, fora de uma bola também garantem a existéncia de um ponto critico. De fato,
a seqiiencia dos pontos de maximo Pn de qualquer seqiiéncia minimante de curvas a, € tal
que f(pn) — h.; condi¢des como as citadas acima, garantem que {pj,} é limitada, devendo
portanto possuir uma subseqiiéncia convergente para um ponto critico.

FIGURA 12 - Uma funcio que decai abaixo do nivel critico quando |(z,y)| — oc.

Por exemplo, considere a funcao

. | 2
f(z,y) = (@® + 3! ="' - Z _ ¥
8 8
Sejam P = (0,0), Q = (2,2) e

F={(z,y) € R | 22 +y* =1}
Tem-se que f(P)=0e f(Q) = 16" —1 < 0, enquanto

) 7
Assim, por (4.1), h, > g; afinal de contas, qualquer caminho continuo ligando P a Q (i.e.,
qualquer curva o € A) tem obrigatoriamente que interceptar I em pelo menos um ponto.
Agora, seja {a,} C A uma seqiiéncia de curvas tal que

trél[g:)ﬁ[f °© ay(t)] — h., quando n — oo

(tal seqiiéncia existe pela definicdo de infimo). Seja t, o ponto de méximo de foa,,
Pn = ay(t,) é 0 ponto de méximo de f sobre a e f(p,) — h. quando n — co. Mas

lim|(z ) ~o0 f(, y) = —o0,
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ainda outros pontos criticos (

de modo que existe R > 0 tal que f(z,y) < 0 quando |(z,y)| > R. A seqiiencia {p, }
estd, portanto, contida em Bpr (a bola de centro na origem e raio R). Ora, Bp é um
conjunto compacto, de maneira que {p, } deve possuir uma subseqiiéncia convergente. Assim,
renomeando a seqiiéncia se necessdrio, Pn — pquandon — oo e f(p) = h.. Pode-se verificar
que p é um ponto critico de f, de modo que h, é um valor critico de f.

FIGURA 13 - O gréfico de f(z,y) = (22 + 3y?)el==*~v* _ %2 = yg—z, por outro angulo.

Note que, no exemplo acima, além do ponto de sela no passo da montanha, existem
dois maximos locais, um minimo local e outro ponto de sela

no outro passo da montanha). Em geral, isso nao é necessdrio em um espaco de dimensao
infinita, onde a bola nao é compacta.

FIGURA 14 - A verdadeira geometria do passo da montanha.
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4.3 A Condicao de Palais-Smale

Como foi visto no Capitulo 3, as bolas nio sao compactas em espacos de dimensio
infinita. Assim, para utilizar as idéias da segao anterior, é preciso obter alguma condicao
que resolva o problema da falta de compacidade.

Na década de 1960, Palais e Smale trabalharam nesse problema e chegaram a uma
condigdo que, de certa forma, garante que um funcional tenha alguma “compacidade”. Os
resultados de Palais e Smale sio de fato bem gerais, sendo vilidos para espacos de Banach

reais. Por motivos heuristicos, eles serdo apresentados somente para espacos de Hilbert
(como em Evans [6]).

Sendo H um espaco de Hilbert, C '(H, R) é definido como o conjunto dos funcionais
I': H — IR que sio diferencigveis no sentido de Fréchet e cujas derivadas de Fréchet sio
continuas em H. Diz-se que um funcional I € C' '(H, R) satisfaz a condicao de Palais-Smale
(PS) se qualquer seqiiéncia {un} C H, tal que {I(u,)} é limitada e I’ (un) — 0 quando
M — 00, possui uma subseqiiéncia convergente.

Note que, se um funcional I satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale (PS), o conjunto K.
dos pontos criticos de correspondentes ao valor critico ¢ é compacto para todo ¢ € IR.

A condigao de Palais-Smale (PS) é muito conveniente para a aplicagdo dos métodos

variacionais, como serd visto mais adiante. Diversas variantes foram desenvolvidas ao longo
dos anos, com destaque para a condic¢do de Cerami [4].
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4.4 O Lema da Deformacao

.

Os primeiros resultados de deformagéao surgiram a partir de 1965, com um artigo de
Browder. A idéia de deformacao vem do fato de que um conjunto d

e nivel correspondente a
um valor regular pode ser deformado continuamente em conjuntos

de nivel préximos.

Para fungoes suaves em IR?, por exemplo, a deformacgéo pode ser feita seguindo o
fluxo do campo gradiente (para tempos positivos ou negativos).

AT U
i = S S e

g " - ,f"-”'\ _r“:/ » -'{‘ ]

x———"" \_'_,_,.—r’_ ,-x_ _//F\k'f— ) - <‘/' /\,(' e

N~ b ¥l '/%y/(\:-’/\\&/I

| ” . o

\__3_../ ’,(: >( //:“‘3/ < - T ‘v/“ <’
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I

/
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~ d'{' oy L ~ ——
T - - T . .
e - ,/y / /

FIGURA 15 - Curvas de nivel regulares podem ser deformadas seguindo o gradiente.

-
~

Entretanto, uma curva de nivel correspondente a um nivel critico nem sempre pode
ser deformada continuamente em curvas vizinhas. Isso acontece porque a geometria das
curvas de nivel pode alterar-se radicalmente em um nivel critico. Por exemplo, circulos
podem degenerar-se em um ponto ao se aproximarem de pontos de minimo ou de maximo.

R _ -

FIGURA 16 - Curvas difeomorfas a circulos degeneram-se em pontos de maximo.
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Nos niveis criticos onde ocorrem pontos de sela, a mudanca de geometria costuma
ser ainda mais dramética: curvas de nivel difeomorfas a circulos podem colapsar em uma
figura-8, hipérboles podem transformar-se em pares de retas concorrentes, etc.

FIGURA 17- A mudanga na geometria das curvas de nivel em um ponto de sela.

Em espagos de dimensio infinita, porém, a situacao é mais delicada, pois os conjuntos

de nivel podem ter uma topologia bastante bizarra. Além disso, pode nao haver um campo
gradiente e trabalhar com campos vetoriais pode gerar transtornos.

Para lidar com tais problemas, ao invés de trabalhar com conjuntos de nivel, é mais
apropriado trabalhar com os conjuntos

Kp={u€H|I(u)=ceI'(u)=0}

dos pontos criticos correspondentes ao nivel ¢ e
Ac={ue H|I(u) <c}

dos pontos de H onde I nio supera o nivel ¢. Note que em um valor regular K. = (), enquanto
que em um valor critico K, # ().

O Lema da Deformacao garante que, para funcionais satisfazendo (PS), assim como
ocorre em IRY, se ¢ é um valor regular de um funcional, para ¢ suficientemente pequeno,
0 conjunto A.,. pode ser deformado continuamente, através do nivel ¢, para dentro do
conjunto A._,. Assim, conjuntos de nivel suficientemente proximos do conjunto de nivel
correspondente a ¢ podem ser deformados continuamente através do conjunto de nivel
correspondente a ¢ até ficarem completamente abaixo do nivel c.

Quando ¢ é um valor critico, da mesma forma que em RN a mudanga na geometria
dos conjuntos de nivel pode impedir que a deformacao possa ser feita continuamente.
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4.1 - LEMA DA DEFORMAGAO: Se I € C\(H,R) satisfaz (PS), I' ¢ Lipschitz
em subconjuntos limitados de H e K, = 0, entio dado € > 0 suficientemente pequeno,
eristem 0 < & < & e wma deformagdo continua n : [0,1]'x H — H tal que:
(i) mo(u) = u, para todo u € H;
(i) m(u) = u, para todo u & I7([c — &,c + €]);
(iii) I[n,(u)] < I(u), para todo u € H e para qualquer t € [0,1];
(IV) T (Ac+6) - Ac—é-

Utilizando campos pseudo-gradientes, uma verséo mais geral do Lema da Deformacao
pode ser provada para I € C''(B, IR) satisfazendo (PS), onde B é um espaco de Banach real
(ndo necessariamente um espaco de Hilbert) e nao ha necessidade de se pedir a condicio de
Lipschitz (Rabinowitz [9]). Também é possivel obter variagoes do Lema da Deformagao que
utilizam condigbes mais fracas do que (PS).




de modo andlogo, v & I"1([c — &, ¢ + g]) e

Assim, & € A o que é uma contradigao, visto que

Logo, ¢ é um valor critico de I. O

___,----------..........l“"“"““‘t“""

4.5 A Prova do Teorema do Passo da Montanha

Utilizando a idéia geométrica de minimaz discutida na Secdo 4.2. e o Lema da

Deformagéo pode-se demonstrar o famoso Teorema do Passo da Montanha, de Ambrosetti
e Rabinowitz [3]..

4.2 - TEOREMA DO PASSO DA MONTANHA: Se | € CY(H,R)
(PS), I' € Lipschitz em subconjuntos limitados de H e, além disso,
(i) 1(0) = o;
(ii) ezistem m e r positivos tais que 1(u) > m, quando |ju|| = r;

(ili) eziste v € H tal que I(v) <0 e || >r.
Entdo I possui um valor critico

satisfaz
I € tal que:

c= inf { max I[a(t)]}

agA | telo,1]

onde
A={aeC([0,1],H) | a(0)=0 e a(l) = v}.

DEMONSTRACAO: Suponha que ¢ nao é um valor critico de I, ou seja K, = (). Escolha €
suficientemente pequeno para usar o Lema da Deformagio e tal que

m
0<E<E

Pelo Lema da Deformagao, existem 0 < § < € e um homeomorfismo m : H — H tal que
M(Aets) C Ac—g € i (u) = u, para todo u & I ([c — &, c 4 ¢]),

Pela definigao de ¢, pode-se tomar o € A tal que

max [[a(t)] < ¢+ 4.
te(0,1]

Seja @ = n; o a, como a(t) € A5 para todo t € [0,1], &(t) € A._; para todo ¢ € [0,1]. Ora,
claramente, ¢ > m, de modo que 0 I ([c—e,c+e]) e

@(0) = m[a(0)] = n(0) = 0;
a(1) = mle(1)] = 9 (v) = v.

e Ia(t)] < e—o.
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Epilogo

Diversos métodos variacionais tém sido desenvolvidos e aplicados nos tiltimos 30
anos, desde o surgimento do Teorema do Passo da Montanha, (Ambrosetti & Rabinowitz
[3]). Descobriu-se, por exemplo, que outras configuragdes geométricas também podem levar
a situacoes similares & do Teorema 4.2. Dentre essas configuragoes, destacam-se as que
resultam nos teoremas de ponto de sela e de linking.

Essencialmente, a idéia de linking entre dois conjuntos disjuntos A e B estd
relacionada com a questdo de ser ou nio possivel contrair continuamente o conjunto A a
um ponto sem interceptar B. Quando nao é possivel fazer tal deformagao, diz-se que A est4
em linking com B. Se o espaco ambiente tiver dimensio finita, A estd em linking com B
se, e somente se, B estd em linking com A. Curiosamente, em espacos de dimenséo infinita,
esta relagao nio é necessariamente simétrica.

S S iy

‘$“ wituy T -

,
Ty
Serering)

}‘
'l"c

FIGURA 18 - Dois conjuntos em linking.

Seja X é um espaco de Banach, considere o conjunto ® de todas as aplicagoes
¢ € C([0,1] x X, X) tais que:
(i) paratodot€[0,1), ¢ : X — X é um homeomorfismo sobrejetor e ¢; ' é continuo:
(i) go(u) = u, Vu € X;
(iii) existe uyg € X tal que ¢1(u) = ugy para todo u € X;
(iv)  ¢¢(u) — up quando ¢ — 1 uniformemente em conjuntos limitados de X,
A grosso modo, ® é o conjunto das contragoes continuas “razodveis” de X a um ponto.
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Pode-se assim definir o co
linking com um conjunto B, se:
(i) AnB+#9;
u) para qualquer € ®, existe #, tal que Pt (A) N B # .

nceito de linking com mais rigor: um conjunto A estd em

Sendo I : X — IR um funcional, uma situagdo que pode levar & existéncia de um
ponto de sela para I ocorre quando A estd em linking com B e

g <i .
2161/11) I(u) < égg I(u)

Neste caso, pode-se produzir um candidato a valor critico do tipo minimaz, dado por

o= { e f[¢f<“>]}

ucA

Sob hipéteses bastante razoaveis pode se

r provada a existéncia de um ponto critico
correspondente ao nivel ¢ definido acima.

Algumas excelentes referéncias disponiveis sio Mawhin & Willem 8], Rabinowitz 9],
Schechter [10] e Struwe [12].
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Apéndice A

Regularidade das Solucoes Fracas
Obtidas

Teoremas de regularidade para equagoes elipticas podem ser usados para mostrar que
as solugoes fracas obtidas nos Capitulos 3 e 4 sdo de fato solugdes cldssicas, desde que o
termo nao linear seja localmente lipschitziano.

Considere o problema

{ ~Au= f(z,u), z€N

5 =, x € 0f) (A1)

onde 2 C RN é um dominio limitado, com bordo suave N N>3ef:OQxR— Ré
localmente lipschitziana com crescimento subcritico, ie.,

|f(z,t)] <alt|]”+b, Vt € R,Vz € (A.2)

sendo a,b>0,0< o < % Para ser breve, os casos em que N =1,2e b= b(z) nao serao
tratados aqui.

Necessita-se das imersoes de Sobolev a seguir (Adams [1], Th.5.4, Th.6.2); na mesma
referéncia sao encontradas as definigdes dos espacos de Holder, CA ().

A.1 - TEOREMA: Seja Q C R um dominio limitado com bordo suave, 1 < p < o0.
Entao, as sequintes imersies sao continuas:

(i) WkP(Q) — LI(Q) para 1 < g < N—’i%, kp < N (se kp = N, podemos tomar 1 < q < 00);

Além disso, essa imersao é compacta quando q < N—}Xf,i—p.

(i) WkP(Q) — CMNQ) para algum 0 < \ < 1, quando kp > N.

Seré também utilizada a seguinte propriedade do operador de Nemytskii Ny associado
a f (e.g. de Figueiredo [5], Th.2.3):

A.2 - TEOREMA: Sejam Q C RN aberto e limitado, e f uma fungao de Carathéodory
definida em Q x IR. Suponha que existam c > 0, b(z) € LI(Q), 1 < g< oo er >0 tais que

|f(z,t)] < cls|” + b(z).
Entao a aplicagdo Ny : L7(Q) — LI(2), onde Ny (u)(z) = f(z,u(z)), € continua.

Serao utilizados ainda os seguintes resultados de regularidade:
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A.3 - TEOREMA: (Agmon [2], Th.8.2) Suponha que h € LP(2), 1 < p < oo e que
u € Wy?(Q) seja uma solucdo fraca do problema

{—Au = h(z), emQ (A.3)

u = 0, sobre Of).
Entdo u € W%P().

A.4 - TEOREMA: (Gilbarg & Trudinger [7], Th.6.14) Seja 0 < a < 1 e suponha_que
u € C*(Q) NW,*(Q) seja uma solugdo fraca de (A.3) com h € C*(Q2). Entdo u € C**(Q).

A seguir, os resultados acima serdo usados em um argumento iterativo conhecido
como bootstrapping para demonstrar o

A.5 - TEOREMA: Seja u € Wy*(Q) uma solugio fraca de (A.1). Entdo u € uma solugdo
classica de (A.1), i.e., u € C?*(0Q).

DEMONSTRAGAO: Pelo Teorema A.1(i), u € LP(%2), onde p = 2. Defina
h(z) = f(z, u(z)).

Pelo Teorema A.2, h € L*(Q2), onde s = B, A seguir, serd mostrado que u € W2"(Q), para algum
r tal que 2r > N.

Se 2s > N, basta tomar r = s. De fato, u é solucdo fraca do problema linear eliptico
nao-homogéneo (A.3). Logo, aplicando o Teorema A.3, temos que u € wW2r(Q).

Suponha agora que 2s < N. Uma vez que 0 < o < %, existe um tnico € > 0 tal que

2N

S=(1+€)N+2.

Como no caso anterior, serd usado o Teorema A.3 para concluir que u € W%3(Q). Utilizando

o Teorema A.1(i), temos que que u € LP1(Q2), sendo p; = NN?.;S- Portanto, h(z) € L*(Q2) para

s1 = B e entao, pelo Teorema A.3, u € W25 (Q). Para vermos que u tem regularidade maior,
basta observarmos que

a_pn_ Ne (V-2 (+aN-2) .,
s p (N-2s) 2N N —2—4e

Podemos repetir este 1ltimo argumento (conhecido como bootstrapping) um niimero finito de vezes
para mostrar que u € W27(Q), para algum 2r > N.

Para o caso 25 = N, como h € L*(f2), segue que h € L9(2) para algum ¢ < s tal que

(1+¢€)g > s. Aplica-se o argumento bootstrapping mais uma vez para concluir que u € W2r(Q)
com 2r > N.

Portanto, pode-se aplicar o Teorema A.1(ii) para mostrar que u € CAM®), com 0 < X < 1.
Assim, h(z) = f(z,u(z)) é de classe C*(Q). Aplicamos, entdo o Teorema A.4 para concluir que
u € C*(2). Logo, u é uma solugao cléssica do problema (A1). O
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Apéndice B

Cddigo Mathematz’ccm dos Graficos

A maioria dos graficos deste livro foram gerados utilizando o software Mathematica®,
da Wolfram Research (http:// Www.wolfram.com). Abaixo, seguem os codigos utilizados:

Figura 3:

ParametricPlot3D[{{ Cos[u]*Cos|v],Sin[u] *Cos|v],Sin[v]},
{u/15,1/2—u/15,Sqrt[1-(u/15) "2-(1/2-u/15) “2]+(v-Pi/4)/80}},
{u,O,2*Pi},{v,Pi/4,Pi/2},ViewPoint—»{ 1,1,1},
PlotPoints—{41,9} ,Axes-—»False,Boxed—»False]

Figura 4:
Plot[Expl[x],{x,-3,2}]

Figura 5:

Plot[{ArcTan[1/x]/ ArcTan[1],ArcTan[2/x]/ArcTan [2],ArcTan[5/x]/ArcTan 5],
ArcTan[10/x]/ ArcTan[10],ArcTan[20 /x]/ArcTan[20] yArcTan[50/x]/ArcTan [50],
ArcTan[100/x]/ArcTan [100], ArcTan[200/x] /ArcTan[200],ArcTan [500/x]/ArcTan[500],
ArcTan[1000/x]/ ArcTan[1000],Sign[x]},

{x,-1,1},

PlotPoints—50,PlotStyle—s {{ AbsoluteThickness[2] »RGBColor[0,0,0]},

{ AbsoluteThickness[1],RG BColor[0,0,0.4]} { AbsoluteThickness]1] ;RGBColor[0,0,1]},
{AbsoluteThjckness[ 1],RGBColor [0,0.4,0.6]} { AbsoluteThickness1] »RGBColor[0,1,0]},
{AbsoluteThickness [1],RGBColor[0.2, 1, 0],{ AbsoluteThickness1] RGBColor|0.8,1,0]},
{ AbsoluteThickness[1], RGBColor [1,1,0]},{ AbsoluteThickness[1], RGBColor [0.6,0,0]}
{ AbsoluteThickness[1], RGBColor (1,0,0]}, {AbsoluteThickness[l] »RGBColor[0,0,0]}}]

b

Figura 6:

Plot3D[Exp[-x"2-y" 2],{x,-2,2},{y,-2,2} ,ViewPoint—{1,0.8,0.1},
PlotPoints——>25,Plot.Range—>{ 0,1}, Mesh—True, Axes—F alse, Boxed—F. alse];

Figura 7:

ParametricPlot3D[{r*Cos [v],r*Sin[v], Exp[r"2]+r*Sin [v]+Cos[2*r*Cos|v]] 3
{r,O,1},{v,O,2*Pi},ViewPoint——>{-1,-1 ,0},
PlotPoints—{20,40} ;PlotRange—{0,5}, Axes—F alse,Boxed—False]

b
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Figura 9:
Plot3D[(1/2+Exp[—y"2]+Sin[x*y]*Cos[2/(xA 2+1)-3*x+1]/2) /( 14+y~4)+Sin[x]*Sin[y] /3
{x,-5,5},{y,-3,3},ViewPoint—>{0,1,0.8},

PlotPoints—»SO,PlotRange——»{ -0.4,3.2} ,Mesh——»True,Axes—»False,Boxed——»F alse]

Figura 10:

Plot3D[Exp[—5y“2](Exp[—x]+1), {x,0,2} {y,-2,2} ,ViewPoint—{-1,-1,1},
PlotPoints—50,PlotRange—s {0,2},Mesh—True, Axes— False,Boxed— False];

Figura 11:
ParametricPlotiiD[{r*Cos[V],r*Sin[v],rA2*Exp[1—r“2]—r“2/8},
{r,0,3},{v,O,2*Pi},ViewP0int—>{1,0,1 ,

PlotPoints—{20,40} ,PlotRange—{-2,4} Axes— False,Boxed— False]

Figura 12:

ParametricPlot3D[{2*r*Cos[v],2*r*Sin[v],Exp[1-r“2]((r*Cos[v]) "2+3*(r*Sin[v])"2)-r° 2/8},
{r,O,3},{v,0,2*Pi},ViewPoint—»{1,0.2,1},

PlotPoints—{20,40} ,PlotRange—{-1,3},Axes— False. Boxed—s False]

Figura 13:

Pa.rametricPlot3D[{2*r*Cos[v] 2*r*Sin[v],Exp[1-r"2] ((r*Cos[v])" 2+3*(r*Sin[v])"2)-r" 2/8},
{r,0,3},{v,O,2*Pi},ViewPoint.—>{1,0.2,0},

PlotPoints—{20,40} ,PlotRange—{-1,3}, Axes—F. alse, Boxed—False]

Figura 14:

ParametricPlot3D|

{2*r*Cos[v],2*r*Sin[v],Exp[1—r“ 2]((r*Cosv]) 2+3*(r*Sin[v]) "2)-3*r*Cos[v]-1/r},
{r,0.1,3},{v,0,2*Pi},ViewPoint—{1,0.4,-0.5}.

PlotPoints—{20,60} 'PlotRange—{-12,9} Axes— False. Boxed—F alse]

Figura 15:

<< Graphics" PlotField" '

Fundo=ContourPlot[((x+2) "2-(y+2) "2),{x,-1,1} {y,-1,1},

PlotPoints—»{ 101,101},Contours—11 ,ContourShading— False, FYame—»False] :

Campo=PlotGradientField[( (x+2)"2-(y+2)"2) {x,-1, 1}, {y,—l,l},PlotPoints—>8];
Show[Fundo,Campo;

Figura 16a:

ContourPlot[-Sqrt[x" 24y 2]"1.5,{x,-1, 1} {y-1,1},
PlotPoints— {101,101 },Contours— 17, FrameTicks—s False]

Figura 16b:

ContourPlot [Sin[x]*Sin[x+y],{x,O,Pi},{y,-Pi/2,Pi/2},
PlotPoints— {101,101 },Contours—17, FrameTicks—s False]

)
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Figura 17a:

ContourPlot[x*y, {x-1,1},{y,-1,1},
PlotPoints—{101,101},Contours—21,FrameTicks—F. alse];
Figura 17b:

ContourPlot[-3*x+x"3+42%y"2-y" 4,{x,-1.7,0},{y,-1.65,1.65},
PlotPoints—{101,101},Contours—13, Frame Ticks—s False];
Figura 18:

ParametricPlot3D[{

{5+Cos[u]*(Cos[2*v]+5) ,Sin[u]*(Cos[Q*v]+5)*Cos[2*Pi/3]-Sin[2*v]*Si11[2*Pi/3].
Sin[u]*(Cos[2*v]+5)*Sin[2*Pi/3]+Si1‘1[2*V]*Cos[2*Pi/3] },
{Cos[u]*(Cos[2*v]+5),Sin[u]*(Cos[2*v]+5)*Cos[Pi/3]-Sin[2*v]*Sin[Pi/B].
Sin[u]*(Cos[2*v]+5)*Sin[Pi/3]+Sin[2*v]*Cos[Pi/3]}},
{u,O,.?*Pi},{v,—Pi/Q‘Pi/Q},ViewPoint—»{ 1,1,0},
PlotPoints—{100,20},PlotRange—s {-12,9} ,Axes— False, Boxed—False]

N
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