CARTEIRAS DE INVESTIMENTOS E O TEOREMA DO MELHOR FUNDO

Nesta palestra, desenvolvemos o famoso modelo de Markowitz para diversificagao
de carteiras de investimentos, introduzindo a anélise de risco—retorno. Calculamos
a fronteira eficiente através do uso de multiplicadores de Lagrange, provamos
geometricamente (com um pouquinho de algebra linear) o teorema dos dois fundos
e, por fim, mostramos o teorema do melhor fundo, calculando uma carteira de

investimentos étima.



Na década de 1950, Harry Markowitz publicou seus estudos acerca de carteiras
de investimentos, mostrando que a diversificacao de investimentos permite reduzir

substancialmente a variancia inerente a uma carteira de ativos de risco. Seu trabalho

pioneiro foi o marco-zero da moderna teoria de carteiras e serviu de base para o
desenvolvimento de diversos outros modelos amplamente utilizados em Finangas,
tais como o Capital Asset Pricing Model e a Arbitrage Pricing Theory.

A esséncia do modelo de Markowitz é aplicagao ao retorno de ativos de risco de
uma analise de média—variancia. Dados n ativos de risco A;, Ao, ... e A,,, podem-se
calcular (utilizando de métodos estatisticos) os seus respectivos retornos esperados
T, Ta, ... € T,, bem como seus respectivos desvios-padroes oy, oo, ... € g,. Isso
permite representar cada os ativos em um diagrama de risco-retorno. Idealmente,

um investidor deveria buscar ativos com o maximo de retorno e o minimo de risco.

Entretanto, geralmente os investimentos mais arriscados sao justamente aqueles que
oferecem o maior retorno (e vice-versa).

Markowitz percebeu que investindo em dois ativos distintos é possivel obter uma
carteira de investimento cujo retorno esperado ¢ dado por uma média ponderada
dos dois retornos esperados, mas com uma variancia (e, portanto, com um desvio-
padrao) menor do que a menor das duas variancias. De fato, Markowitz percebeu
que as covariancias entre os retornos dos ativos desempenham um papel fundamental
na diversificacao de investimentos.

Para facilitar o entendimento do modelo de Markowitz, vamos usar a linguagem

da algebra linear. Definimos inicialmente o vetor de retornos esperados

R = (F1, T2, ..., 7)



e a matriz de covariancias

011 012 O1n
Q 0921 0929 O9n,
On1 Onp2 Onn

onde 0;; = p;;0:0; e pi; € o coeficiente de correlacao entre os ativos A; e A;.

Uma carteira de invesstimentos sera representada por um vetor

.

W = (wl,wg, ...,wn)

onde cada w; representa o percentual do capital a ser investido no ativo A; (valores
negativos de w; correspondem uma venda a descoberto do ativo A;). Note que, por
defin¢ao

wl—i—wQ—i—...—i—wn:l

O retorno esperado da carteira W sera dado por um produto escalar:
n
Ret(W)=W -R = E W Tk
k=1
Por sua vez, a variancia da carteira W sera dado por:

Var(W) =W - (QW) = Zn: Xn: Wiw;oi;

i=1 j=1

Finalmente, o desvio-padrao sera dado por:

n n

O'(W) = Var(W) = Z Z W;W ;044

i=1 j=1



O conjunto factivel F é o conjunto dos pontos do plano de risco—retorno que

correspondem a carteiras formadas pelos ativos A, A, ... e A,. Em simbolos,
F= {(a(W),Ret(W)) ERZ: W ER" e wy+ws+ ... +wy = 1}

Em geral, a geometria do conjunto factivel pode ser dificil de determinar. Todavia,
estamos interessados apenas na fronteira esquerda do conjunto factivel, conhecida
como conjunto de variancia minima ). Isso porque, dado um determinado nivel de
retorno esperado, desejamos investir na carteira de menor risco (i.e., a carteira mais

a esquerda). Em simbolos,
V=A{(o,r) eR*:0 <5,V (5,7) € F}

Enquanto F é uma regiao do plano dificil de descrever, a geometria de V é

extremamente simples: trata-se geralmente de uma curva cléssica, a hipérbole.

Lema 1 — O conjunto de variancia minima ¥ é um ramo de uma hipérbole (ou,
no caso degenerado, um par de semi-retas).
Demonstracao: Fixado um valor de retorno esperado 7, queremos encontrar o

minimo da funcao

n n
Var(W) = Var(wy, wy, ..., w,) = W QW = Zwleaw
i=1 j=1
sujeita as restrigoes
n
Ret(W) = Ret(wy, wa, ...,w,) =W - R = WyTp =T
k=1

- -

flwy,we,...,wp) =W -1 =w; +weg + ... +w, =1



onde T = (1,1,...,1).  Pelo método dos multiplicadores de Lagrange, basta

resolvermos a equacao
VVar(wy, wa, ..., w,) = AVRet(wy, wa, ..., wy,) + puV f(wy, wa, ..., wy,)

sujeita as duas restrigoes acima. Calculando

n n n
VVar(wy, wy, ..., w,) = (2 E WrO1k, 2 E Wy o.ry 2 E wkank>
k=1 k=1 k=1

e notando que VRet(wy, wa, ..., w,) = Re V f(wy, wy, ..., w,) = 1, temos que o ponto

procurado corresponde a solugao do sistema linear

(

20’1121)1 + 20’12’[112 + ...+ 201nwn — 771)\ - u = 0
2001w + 2000wy + ... + 209w, — ToA — pu = 0
200wy + 20p0we + .. A+ 205w, — ToA — uo = 0
rw; + Towy + ... + T Wy, = T
w, + wy + ... + W, =1

Note que, ao resolver o sistema, a solucao sera da forma
V(7)) = (a1 + bi7, ag + boT, ..., Gy, + by7)

onde ay, as, ..., ap, by, ba, ... e b, sao constantes reais que nao dependem de 7.

Assim, a variancia minima correspondente a 7 sera dada por:
n n
V() -QV(r) =D (ai+bi7)(a; + bjr)oy
i=1 j=1
Rearranjando os termos, temos:
n

V(f)QV(f) = <Z Z bibjO'ij> F2—|— (Z Z(aib]‘ + Cl]‘bi)O'ij) T+ <Z Z aiajaij)

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1



Portanto, o desvio padrao dacarteira de variancia minima correspondente a 7 sera

da forma

n n n n n n

O-<f) = Zzbibjgij T2 + ZZ(CLZ[)] + ajbz-)aij T+ ZZaiajaij

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Uma vez que a variancia nunca ¢é negativa, o radicando serd sempre nao negativo.
Conseqiientemente, o grafico de o(7) serd um ramo de uma hipérbole ou, no caso de

o radicando se anular para algum 7, um par de semi-retas. O

Observamos que o caso degenerado simplesmente nao ocorre na pratica, uma vez
que a existéncia de uma carteira sem risco composta por ativos de risco é altamente
improvavel. De fato, para que isso fosse possivel, deveriamos ter ativos de risco
perfeitamente correlacionados ou negativamente perfeitamente correlacionados, o
que é um evento de probabilidade extremamente baixa por motivos economicos.

O método de multiplicadores de Lagrange, usado no Lema 1 para calcular a
fronteira eficiente, raramentente é empregado para esse fim, em virtude do teorema

dos dois fundos.

De fato, da demonstracao do Lema 1 decorre que o conjunto de variancia
minima V é usualmente o ramo direito de uma hipérbole com eixo focal hoizontal. O
vértice dessa hipérbole corresponde a carteira de variancia minima, i.e., a carteira de
investimentos de menor risco que pode ser formada combinando os ativos de risco.
A metade superior de V é chamada de fronteira eficiente £. A fronteira eficiente &
¢é o conjunto formado pelas carteiras que tem o maximo retorno esperado para cada

nivel de risco escolhido.

Teorema dos Dois Fundos — Dadas duas carteiras distintas sobre o conjunto de
variancia minima V), qualquer carteia sobre esse conjunto pode ser obtida investindo

em uma combinacao somente dessas duas carteiras.



Demonstracao: Dadas duas carteiras distintas F} e F, sobre o conjunto de
variancia minima ), aplicando o Lema 1 para apenas dois ativos (F} e Fy), vemos
que as combinagoes dessas duas carteiras descrevem uma hipérbole H com eixo
focal hoizontal. Vamos provar que H = V. De fato, H e V sao duas hipérboles
com eixo focal hoizontal que possuem dois pontos em comum, F; e F5. Note que, se
‘H interceptasse V transversalmente, teriamos pontos de H a esquerda de V), o que
contradiz a definicao de V como conjunto de variancia minima. Potanto, H e V sao

tangentes em F) e F,. Pela demonstracao do Lema 1,

HZO':\/hlf2+h277+h3

Vo= \/vlf2+vgf+vg
Sendo F = (71,01) e Fy = (T2, 02), temos que
(
hlf% + hgfl + h3 = ’Ulf% + 112771 —f- (%]

2h1f1 + hg = 21)17:1 + V2

h1f§+h2f2+h3:Ulf%+vgf2+vg

L 2h1772 + hg == 21)1772 —+ V9

Da segunda e da quarta equagoes temos que, se vy # hy:

vy — ho

2(1)1 — ]’L1>

== =T

o que ¢ absurdo, visto que Fi e Fj sao distintos. Logo, v1 = h;. Da primeira e da
terceira equacoes temos que:

(Ul — hl)fQ + (212 — hg)f+ (’Ug — hg) = (Ul — hl)(f— fl)(f — fg)

e, portanto, vy = hy e v3 = hg, de modo que H = V. O



Em vista do teorema dos dois fundos, basta encontrarmos duas carteiras
distintas quaisquer sobre o conjunto de variancia minima, ou seja, duas solugoes
quaisquer do sistema dado no Lema 1. Uma solucao particularmente facil de calcular
corresponde ao caso A = 0 e u = 2, quando as n primeiras equagoes do sistema
reduzem-se a:

—

QU =1

A carteira W, correspondente ao primeiro fundo Fj, é entao obtida normalizando

a solucao U do sistema acima:

—

T
U-1

Outra solugao simples de calcular corresponde ao caso A = 2 e = 0, quando as n

primeiras equagoes do sistema reduzem-se a:
QV =R

A carteira Wy, correspondente ao segundo fundo F5, é entao obtida normalizando a

solucao V do sistema acima:

W, = ——
2TV

Qualquer fundo sobre o conjunto de variancia minima pode assim ser escrito na

forma

Vo= aWi + (1 — o)W,
onde a € R. O retorno esperado dessa carteira sera

—

Ret(V,) = aRet(W7) + (1 — a)Ret(Ws)

Essa férmula permite-nos encontrar o valor de av correspondente a um dado nivel de



retorno esperado 7. De fato,

7 — Ret(Ws)

“ 7 Ret() — Ret(1)

Desse modo, encontramos a carteira de menor variancia para cada nivel de retorno
esperado escolhido.

Consideremos agora um ativo sem risco 7' de retorno fixo r;. Tal ativo ¢é
geralmente um titulo do Tesouro Nacional. Ora, note que a covariancia desse retorno

com o retorno de qualquer ativo de risco é nula. Uma combinacao desse ativo sem

risco com uma carteira W de ativos de risco serd da forma
V,=tW+(1-1t)T

com retorno esperado
Ret(V;) = tRet(W) + (1 — t)ry

e variancia

Var(V,) = t*Var(W)
Assim, correspondente a t > 0 no diagrama de risco-retorno, temos a semi-reta que

tem origem no ponto (0, 7) correspondente a 1" e passa pelo ponto (o(W), Ret(W)).

O coeficiente angular dessa semi-reta é

-

Ret

—r
tanf = /

o
a(W)

-

A medida que a carteira W de ativos de risco percorre o conjunto de variancia

minima, as combinacoes de W com o ativo sem risco 7' geram um novo conjunto
factivel e, conseqiientemente, uma nova fronteira eficiente. Essa nova fronteira
eficiente serd a semi-reta com origem no ativo sem risco 7" e que tangencia

superiormente o conjunto de variancia minima V.



Teorema do Melhor Fundo — Esixte uma tinica carteira M de ativos de risco,
tal que qualquer carteira sobre a fronteira eficiente pode ser obtida investindo em
uma combinac¢ao somente dessa carteira com o ativo sem risco 7.

Demonstracao: A carteira procurada correspondente ao ponto de maximo do

coeficiente angular

-

Ret

tanf = ( Z

a(W)

A existéncia desse ponto de maximo é garantida, desde que o retorno do ativo sem

risco seja menor do que o retorno da cateira de variancia minima. (Em virtude do

equilibrio econémico, essa condigao é sempre verificada na pratica.) Substituindo as
expressoes de Ret(W) e o(W), temos

Zwk(fk — T’f)

k=1

n n

i=1 j=1

tanf =

No ponto de maximo, as derivadas parciais devem-se anular. Assim, para cada

k=1,2,...,n, devemos ter

(T — Tf)Var(W) (Ret - Tf) Z WOk
Gi tan 6 = — =0
" 7))

ou seja

Ret(W —rf
W; Ok — k—?"
Var(W Z o !

Fazendo a mudanca de variaveis
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obtemos, para cada k =1,2,...,n,

n
g WiTi, =T — Ty
i=1

Desse modo, o ponto de maximo sera a solu¢ao nomalizada do sistema

—

QW:R—Tfl

De acordo com a discussao feita apds a demonstragao do Teorema dos Dois Fundos,

a solucao desse sistema é

e o melhor fundo sera dado por

M

Observe que os fundos obtidos apds o Teorema dos Dois Fundos podem ser
obtidos como casos particulares do melhor fundo obtido acima, tomando ry = 0 e
fazendo 7y — co. Com efeito, o fundo F} corresponde a carteira de vaiancia minima,
enquanto o fundo F, é o melhor fundo para uma taxa de juros sem risco nula.

Em vista do Teorema do Melhor Fundo, tudo que um investidor precisa fazer
é repartir seu capital entre o ativo sem risco e o melhor fundo, de acordo com o
nivel de risco ao qual ele deseja se expor. Por sua vez, tudo que um bom banco de
investimento precisa oferecer a seus clientes ¢ um bom titulo de renda fixa (CDB) e

um bom fundo de investimento (FIF).
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